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INTRODUCTION. 


Os  bomini  sublime  dcdit ,  eotlumqne  toeri 
Jvssît ,  et  erectos  ad  sidéra  tollere  Tultos. 
Otidi  I  Métmm,  ^  Urra  I. 


Il  n'y  a  guère  plus  d'un  siècle  que  nous  ignorions  encore 
les  lois  étemelles  qui  règlent  les  mouvemens  des  astres  que 
Qous  contemplons  dans  les  cieux.  Les  anciens  astronomes  ne 
nous  avaient  rien  appris  sur  cet  important  objet ,  si  digne  de 
fixer  les  mecLitatlono  Apa  hommes.  Quelques  faits  isolés , 
d'ingénieuses  hypothèses  pour  expliquer  les  irrégularités 
apparentes  des  corps  célestes ,.  composaient  alors  toute  la 
théorie  physique  du  système  du  monde.  Hipparque  à  Sa«- 
mos ,  plus  tard  Ptolémée  à  Alexandrie ,  se  montrèi:ent  ob- 
seiTateurs  habiles  ;  plusieurs  points  délicats  de  l'Astronomie 
pratique  furent  saisis  par  eux,  et  peut-^tre  devrait-on  s'é- 
tonner que  des  esprits  aussi  éclairés  n'aient  pas  teiité  de 
remonter  des  effets  aux  causes ,  si  l'on  ne  songeait  que  ce 
n'est  qu'après  des  siècles  d'observations  qu'on  peut  espérer  de 
sabir  les  grandes  lois  de  la  nature  dans  les  phénomènes  qu'elle 
nous  présente ,  et  que  c'eût  été  construire  un  édifice  sans  basç  ^ 
que  de  fonder  un  système  sur  un  assemblage  de  faits  inco- 
hérens  et  sans  liaison  entre  eux,  tel  qu'étaient  au  temps 
d'Hipparque  et  de  Ptolémée  les  connaissances  astronomi- 
ques. Enfin  ,  ce  qui  surtout  a  manqué  aux  savans  de  Vanti- 
quité  pour  ravir  à  notre  âge  l'honneur  d'avoir  découvert  les 
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*  vrais  principes  de  l'univers ,  c'est  ce  guide  infaillible  de  l'es- 
prit humain  ,  la  Philosophie  ,  création  des  temps  modernes , 
qui  portant  partout  sa  lumière  ,  e'cartant  les  illusions  de  nos 
sens ,  méprisant  les  préjuge's  de  l'habitude  et  de  Terreur , 
soumet  à  l'analyse  de  la  raison  toutes  les  ide'es  reçues ,  tous 
les  faits  regarde's  jusque  là  comme  demontre's ,  et  ne  s'arrête, 
dans  sa  marché  irrésistible^  que  lorsque  l'accord  de  ses  théo- 
ries avec  les  phénomènes  observés  lui  montre  qu'elle  a  enfin 
atteint  la  vérité ,  noble  but  de  toutes  ses  recherches. 

Les  astronomes  arabes  se  contentèrent  de  nous  transmettre 
avec  fidélité  le  dépôt  des.  connaissances  qu'ils  avaient  reçues 
des  Grecs;  et  tandis  que  le  despotisme  éteignait  le  flambeau, 
des  sciences  dans  les  belles  contrées  qui  en  furent  le  berceau  ^ 
ils  recueillirent  les  débris  épars  de  ce  grand  naufrage ,  et 
l'Europe  leur  dut  les  premiers  rayons  de  lumière  qui  dissi- 
pèrent les  ténèbres  de  douze  siècles  d'ignorance  et  de  barbarie. 

Copernic,  vers  le  milieu  du  seizième  siècle,  ouvrit  une  route 
nouvelle;  il  ne  chercha  pas  dans  son  propre  génie  Tczi^ir- 
cation  des  niouvemens ,  en  apps^rence  si  bizarres ,  des  cotpif^    , 
célestes;  il  se  borna  à  comparer  aux  phéïiomèiieii  observés  lar 
hypothèses  qife  les  anciens  avaient  proposées  pour  les  expli- 
quer ,  et  reconnut  que  la  plus  probable  était  celle  de  Fécole 
de  Pythagore,  qui  enseignait  le  mouvement  de  la  Terre  et 
des  planètes  autour  du  Soleil ,  immobile  au  centre  du  monde. 
Après  lui.Tycho  ,  l'un  des  plus  grands  observateurs  qui  aient 
existé,   séduit    par . l'ambition   de   donner  son   nom    à  un> 
nouveau  système,   voulut  modifier  celui  qu'avait   proposé 
Copernic ,  et  en  revenant  aux  erreurs  des  anciens ,  qui  fai- 
saient de  la  Terre  le  centre  des  mouvemeps,   il  faillit  re-. 
plonger  la  science  dans  le  ç^slos  dont  elle  venait  de  sortir. 
Plus  heureux ,  son  disciple  Kepler,   doué  d'une  patience  à 
toute  épreuve  et  d'un  esprit  de  combinaison  qui  lui  fait  cher-^ 
cher  des  rapports  secrets  entre  les  mouvemens  divers  de  toutes 
les  planètes ,   guidé  enfin  par  un  instinct  admirable  de  la 
simplicité   des   moyens   que    la    nature    emploie    pour    ar-, 
river  à  ses  finS,  découvre,    après  dix-sept  années    de    re-r_ 
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cberches,  lea  véritables  lois  dés' môuyeniens  des  corps  cé- 
lestes, et  laisse  un  nom  immortel  dans  lUistoire  de  l'Astro- 
nomie théorique  et  pratique.  Galilée  marche  sur  les  traces  de 
Gopemicet  de  Kepler;, il  invente  un  merveilleux- instrument 
qui  porte  jusqu'aux  Umite&de  l'espace  les  regards  de.  l'astro-i 
Bome  ,  et  avec  ce  puissant  auxiliaire ,  il  fait  dans  les  cieux  de 
nouvelles  découvertes.  Il  reprend  la  science  de  la  Mécanique 
au  point  où  l'avait  laissée  Archimède ,  et  comble  en  un  jour  le 
vide  qui  les  sépare  y  en  découvrant  les  lois-de  l'aceéléralian 
des  corps  pesans  au  milieu  des  phénomènes  compliqués  qui 
les  cachent ii. la  perception  de  nos  sens.  Enfin,  pour  que  rien 
ne  manque  À  la  gloire  de  ce  grand  homme,  il  soutient,  dans 
les  cachjQt9.même  de  Vinqui^iUon  ,.  le  mouvement  de  la  Tetre 
sur  son  axcy.et  créant  parsoi^  exempte  4e  nouveaux  sectateurs 
au  système  qu'il  a  embrassé ,  il  n  l'honneur  d'en  être  le  martyr» 
Deacartes,  ce  vaste  génie,  qui  peut-être  n'a  ét4  trahi  que 
par  la  fortune  ,  s'empare  à  la- fois,  d^  l'Algèbre  t  de»  la  M4-* 
canique  et  de  la  Philosophie  pour  ca  reculer  les  limites.  Il 
^t  enfin  un  pas  immense  dans  l'Astronomie  physique ,  il 
imagiim  le  ^yàtàmn  des  tourbillons;  système  erTpi))S  sans 
doute,  vulnérable  sur.  tous  les  points ,  qui  se  refuse  au» 
«péculationsi.de  l'analyse  y,  qui .  n'explique  qu'imparfaiteoQiént 
quelques  faits  isolés,,,  et  qui  .certes,  n'a  dû  qu'à  l'autorité 
du  nom  de  son  inventeur  la  s^duption  qu'il  exerça  quel^ 
que  temps,  sur  des  esprits  d'ailleurs  . éclairés  ,.  mais  qui  fer:a^ 
époque  dans,  l'histoire  de  la  science^  parce  qu'il  est  le  pre- 
mier e£Ebrt  qu'on  ait  tenté  pour  remonter  des  effets  aux  causer 
qm  les  produisent  ^  et  pour  déduire  des  phénomènes  le  grand 
principe  qui  met  en  mouvement  la  matière.  11  fallait  un  profond 
génie  pour  concevoir  seulement  l'idée  de  cette  entreprise ,  et 
Descartes  a  mérité  la  reconnaissance  des  siècles  à  venir ,  en 
ouvrant  une  carrière  nouvelle  aux  méditations  de  l'esprit  hu- 
main, et  en  montrant  la  route  que  ses  successeurs  de^vaient 
parcourir  avec  tant  de  gloire. 

.  Enfin  Newton  parut,. et  dès  ses  premiers  pas  dans  l'em- 
pire .  des  sciences  ,  on  recomiut  l'empreinte  du  grand  homme , 


Tiijl  IHTRODUCTION. 

GaliWe  aTait  découvert  k»  lois  de  la  chate  des  gKavQsr,  Hujfrr* 
gen»  cfUeê  des  moaTemens  du  pendule ,  et  la  théorie  det 
forces  centrales;  il  ne  restait  plus  qu^à  appliq^icrces  piin«* 
cipes  généraux  au  système  du  monde  ,  pour  en  dëduipe  la  loi 
de  la  pesanteur  uniyersellç.  Dans  les  limites  où  elle  était 
maintenant  renfermée ,  cette  grande  vérité  ne  pouvait  plus 
échapper  au  premier  effort  que  l'on  ferait  pour  la  saisir,  et 
peut-être  doit-on  dire  que  Newton  n'a  eu  qnie  le  bonbeur  dfy. 
arriver  le  premier.  Un  hasard  ûnguliery  mais  un  de  ces  ha- 
sards dpnt.  le  génie  seul  peut  profiter ,  en  fixant  sa  pensée 
sur  un  phénomène  qui  se  passe  journellement  sous  nos  yeux  ^ 
le  conduint  à  étendre  à  la  Lune  les  lois  de  la  chute  des  corps 
à  la  surface  de  la  Terre  ;  il  reconnut  que  l'espace  qu'elle  dé^ 
crît^  pendant  un  court  intervalle  de  temps,  dans  le  sens  de 
509-  rayon  vecteur,  pour  s'éloigner  de  la  direction  qu'elle 
avait  'au  commencement  de  cet  instant ,  est  égal  à  très  peu 
près^à  la  hauteur  dont  la  Lune  tomberait  vers  la  Terre  dans 
lé  même  temps ,  si  elle  n'obéissait  qu'à  l'attraction  de  cette 
planète  supposée  étendue  jusqu'à  la  Lune  et  décroissant  pro-* 
i)ortionnellement  au  carré  des  distances.  IMaîa.  rétie  grande 
découverte ,  qui  dévoilait  aux  géomètres  un  point  si  important 
de  la  constitution  du  ipood^  »  n'était  rien  encore  pour  ce  génie 
entreprenant  ;.  en  généralisant  ses  idées^^il  vit  que  la  pesanteur 
terrestre  dont  la  Lune  subit  l'influence  n'est  elle-même  qu'un 
cas  particulier  d'une  force  répandue  digis  tout  l'univers ,  et 
en  Vjertu  de  laquelle  toutes  les  molécules  de  la  matière  s'atti- 
rent ikiutuellement  en  raison  directe  des  masses  et  en  raisou 
inverse  du  carré  des  distances.  Cest  en  vertu  de  cette  puis- 
sance que  les  planètes  sont  retenues  dans  leurs  orbites  au- 
tour du  Soleil,  et  ks  satellites  dans  Leurs  orbites  autour  des 
planètes  principales  ,  tandis  que  le  système  entier  de  la  pla- 
nète et  dés  satellites  est  lui'-même  emporté  autour  du  Soleil 
en  vertu  de  son  action  prédominimte.  En  combinant  cette 
force  attractive  du  Soleil  avec  l'impulsion  primitive   qui  a 
lancé  les  corps  célestes  dans  l'espace  ,J9ewton  en  vit  découler 
les  lois  si  belles  et  si  simples  que  l'observation  avait  révé^ 
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lées  à  Kepler  :  alors  U  ne  lui  resta  pUis  de  doute  qu'il  n'eu^ 
en  effet  découvert  le  grand  secret  de  la  nature  ;  mais  e'tonné 
luirmême  du  pas  immense  qu'il  allait  faire  £aire  à  l'esprit 
humain ,  il  médita  vingt  ans  cette  grande  idée  avant  d'oser  la 
confier  à  son  siècle.  ' 

Gomme  si  les  méthodes  usitées  jusque  là  parmi  les  géo- 
mètres n'eussent  plus  été  dignes  de  s'associer  aux  grandes 
découvertes  qu'il  venait  de  fetire ,  et  qu'il  fallût  un  nouveau 
langage  pour  expriqier  tant  d'idées  nouvelles ,  Newton  jeta 
en  même  temps  les  premiers  germes  du  calcul  infinitésimal , 
cet  admirable  auxiliaire  de  l'intelligence  humaine ,  sans  le- 
quel peut-être  le  géomètre  serait  resté  devant  la  grunde  dé- 
couverte de  la  gravitation  universelle ,  comme  un  homme 
courbé  sous  le  poids  d'un  trésor  qu'il  n'a  pas  la  force  de 
soulever.  Cependant ,  pour  rendre  plus  claires  les  vérités  qu'il 
al^it  énoncer ,  pour  ne  pas  éblouir  par  trop  d'éclat  à  la  fois 
les  yeux  de  ses  contemporains ,  pour  mettre  enfin  à  l'abri  de 
toute  controverse  étrangère  son  système  du  inonde  ,    qu'il 
s'a^ssait  surtout  défaire  adopter,  Newton  ne  fit  point  servir 
la  féciOÉde  méthode  d'analyse  qu'il  venait  d'imaginer  à  d^-r 
duire  du  principe  de  la  pesanteur  universelle  les  lois  des 
mouYemens  deâ  corps  célestes ,  il  eut  recours  aux  méthodes 
synthétiques  des  anciens.  L'évidence  de  ses  démonstrations  en 
devint  plus  frappante  ;  mais  la  savante  théorie  du  mécanisme 
des  cieux  se  refuse  à  ces  méthodes    vulgaires ,  et  Newton 
lui-même ,  à  peine  entré  dans  la  carrière ,  fut  arrêté  par 
des  difficultés  insurmontables.  Cependant  on  n'en  doit  pas- 
moins  adinirev  le  prodigieux  génie  de  ce  grand  homme  :  ce 
que  l'insuffisance  de  l'Analyse  l'empêche  de  démontrer ,  il  le 
devine  ,  et  peut-être  n'est-on  pas  plus  étonné ,  lorsqu'il  ex— 
pose  à  nos  yeux  le  principe  général  du  mouvement  de  la  ma-* 
tière ,  que  lorsqu'on  le  voit  en  saisir  à  la  fois  d'un  coup  d'oeil 
d'aigle  toutes  les  conséquences,  et  prévoir  les  phénomènes 
qu'il  doit  produire  dans  les  siècles  les  plus  reculés. 

La q^eaanteiur  universelle,  ou.  cette  ten4ance  qu'ont  toutea 
les  molécules  de  la  matière  à  se  rapprocher  les  unes  des  auti'es». 
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est  surtout  admirable  dans  la  constitution  générale  du  système 
du  monde ,  parce  que  les  grands  intervalles  qui  séparent  les* 
corps  célestes  font  disparaître  les  effets  des  causes  secondaires 
qui  embanassent  si  souvent  les  mouvemens  à  la  surface  de 
la  Terre  ,  et  ne  laissent  subsister  que  ceux  qui  proviennent  de 
leurs  attractions  mutuelles.  Cette  loi  n'est  point  une  hypo- 
thèse arbitraire  que  Ton  modifie  à  son  gré  pour  l'appliquer 
à  telle  classe  particulière  de  phénomènes ,  elle  est  unique, 
elle  est  invariable  ;  combinée  avec  les  principes  généraux  de 
la  Mécanique ,  elle  rend  compte  des  plus  petites  irrégulari^ 
tés  que  l'observation  a  fait  découvrir  dans  les  mouvemens 
des  corps  célestes  ;   la  simplicité  est  son  premier  mérite  ;- 
la  facilité  avec  laquelle  elle  se  plie  aux  calculs  mathémati-*^ 
ques  est  un  avantage  non  moins  précieux.  Les  planètes  et  les 
comètes ,  poussées  par  l'impulsion  qui .  leur  fut  donnée  à  l'o-^ 
rijgine  des  temps  ,  s^éloigneraient  indéfiniment  du  Soleil ,  si 
aucune  autre  force  n'agissait  sur  elles  ;  mais  l'attractipn  de  cet 
astre  fait  fléchir  à    chaque   instant  la   direction   rectiligne 
qu'elles  prendraient  en  vertu  de  la  force  centrifuge   et -de 
l'impulsion  primitive  qu'elles  ont  reçue  :  unies  au  Soleil  par 
ce  lien  puissant ,  elles  circulent  autour  de  lui  dans  des  or* 
bites  rentrantes,  comme  un  projectile  circulerait  autour  de  la 
Terre ,  si  la  force  qui  l'a  lancé  dans  l'espace  était  assez  grande 
pour  contre-balancer  la  pesanteur  terrestre.  Il  suffit  donc  de 
supposer  une  force  arbitraire  au  centre  du  Soleil,  pour  ex- 
pliquer les  mouvemens  de  révolution  des  planètes  autour  de 
cet  astre  ;  la  Mécanique  montre   ensuite  que  si  cette  force 
croît  en  raison  des  masses  et  réciproquement  au  carré  des 
distances ,  les  orbites  seront  des  courbes  elliptiques ,  et  les 
lois  du  mouvement,  telles  que  les  aires  décrites  seront  propor- 
tionnelles aux  temps  employés  à  les  engendrer  ,  et  les  carrés 
des  temps  des  révolutions  sidérales  des  différentes  planètes , 
proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 
Mais  l'action  du  Soleil  n'est  pas  la  seule  force  qui  anime  les- 
corps  célestes  ;  ils   tendent  aussi  les  uns  vers  les  autres ,  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles.  Ces  secondes  force5 ,  \U 
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est  vrai ,  sont  très  petites  par  rapport  à  la  première ,  parce  que 
les  masses  des  planètes  et  des  comètes  sont  généralement  peu 
considérables  par  rapport  à  la  masse  du  Soleil ,  mais  elles  suffi- 
sent pour  expliquer  les  irrégularités  qui  affectent  les  mouve- 
mens elliptiques  des  planètes,  et  qui  les  empêchent  de  satisfaire 
rigoureusement  aux  lois  de  Kepler.  Il  en  est  de  même  des  sa- 
tellites relativement  aux  planètes  principales.  Les  corps  cé- 
lestes sont  doués  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  leur 
centre  de  gravité ,  ce  qui  tient  à  ce  que  l'impulsion  primitive 
n'était  pas  dirigée  vers  ce  point  ;  si  l'on  suppose  que  ces  corps 
étaient  originairement  fluides ,  et  que    la  matière   qui  les 
compose  s'est  ensuite  graduellement  refroidie ,  hypothèse  que 
tous  les  phénomènes  observés  à  la  surface  de  la  Terre  rend 
plausible  ^  on  concevra  que  les  élémens  fluides  s'écartant  du 
centre  de  rotation  en  vertu  de  la  force  centrifuge  ,  ces  corps 
ont  pria  la  forme  de  sphéroïdes  aplatis  vers  les  pôles  et  renflés 
à  leur  équateur,  comme  ils  le  sont  aujourd'hui.  La  figure  des 
planètes  n'étant  plus  celle  de  la  sphère,  la  résultante  des 
forces  qld  les  animent  n'a  plus  passé  par  leur  centre  de  gra-* 
vite,  et  il  en  doit  naturellement  résulter  des  dérangemens 
dans  leurs  axes  de  rotation  et  dans  la  position  de  leurs  équa- 
teurs  :  la  précession  des  équinoxes  et  la  nutation  de  Taxe 
terrestre  en  sont  ime  première  conséquence.  La  mer,  sou- 
levée par  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  ,  lorsque  ces  astres 
dominent  son  horizon ,  abandonnée  ensuite  à  elle-même  lors- 
qu'ils s^baissent  au-dessous  ,  doit  avoir  un  mouvement  de 
flux  et  de  reflux  semblable  à  celui  que  l'observation  nous 
-présente. 

Ainsi ,  tout  s'explique  dans  le  système  de  l'attraction  :  les 
inégalités  des  mouvemens  planétaires ,  la  forme  particulière 
des  corps  célestes ,  les  balancemens  de  leurs  axes  de  rotation , 
les  oscillations  des  fluides  qui  les  recouvrent ,  ne  sont  qu'une 
conséquence  de  cette  loi  universelle,  et  ces  phénomènes  si 
divers ,  '  qui  paraissent,  au  premier  coup  d'œil,  avoir  si  peu 
d'analogie , entre  eux,  sont  enchaînés  l'un  à  l'autre  par  ce 
principe  général ,  et  ne  pourraient  exister  séparément   II  no 
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fifitat  pu.  croire  cependant  que  les  lois  couipliquéqs  4e  tous  ces 
phénomènes  soient  faciles  à  de'duire  du  principe  très  simple  que 
nous  venons  d'énoncer  :  Newton  reconnut  bien  qu'elles  en 
sont  Ift  conséquence  immédiate  ;  mais  de  ce  premier  aperçu 
du  génie  à  des  preuves  rigoureuses ,  la  distance  était  immense  ;, 
l'analyse  la  plus  profonde  pouvait  seule  la  franchir ,  et  du 
temps  de  Newton  à  peine  elle  venait  d'éclore  ;  au^i  la  plu- 
part des  recherches  de  ce  grand  homme  sur  le  système  du 
monde  brillent-elles  beaucoup  plus  par  la  sagacité  qui  y 
perce  que  par  la  rigueur  des  démonstrations  ;  souvent  même 
il  fut  conduit  à  de  graves  erreurs.  On  s'étonnera  moins, 
toutefois ,  qu'il  ait  laissé  un  si  grand  ouvrage  incomplet ,  si 
l'on  songe  que  les  génies  des  Ëuler,  des  Glairaut,  des  d'Alem- 
bert,  n'ont  pas  suffi  pour  l'achever.  Mais  la  nature,  pour 
récompenser  l'homme  de  l'effort  qu'il  venait  de  faire ,  ne 
voulut  point  qu'une  si  grande  découverte  demeurât  stérile  en 
résultats,  et,  par  une  prodigalité  sans  exemple,  elle  dota,  dans 
un  court  espace  de  temps ,  les  sciences  mathématique?  de 
plus  d'hommes  de  génie  que  n'en  avaient  produit  les  cinquante 
siècles  qui  précédèrent  la  naissance  de  Newton.  Aussi  l'in- 
tervalle qui  séparait  la  découverte  de  la  démonstration. a-t-il 
été  comblé ,  et  la  postérité  s'étonnera  sans  doute  que  tant 
de  sublimes  travaux  aient  été  accomplis  en  moins  de  cent  ans. 
Arrêtons  un  moment  nos  regards  avec  orgueil  sur  cette  nou- 
velle époque  ;  nous  y  verrons  les  géomètres  français  remplir 
les  premiers  rôles  ,  et ,  tandis  que  l'Angleterre  se  reposait  d'a- 
voir produit  Newton  ,  la  France  remonter  au  rang  que  cette 
nation,  tant  de  fois  sa  rivale,  venait  de  lui  ravir  dans  L'empire 
des  sciences. 

Ëuler ,  moins  grand  philosophe  que  Newton ,  mais  doué  de 
toutes  les  facultés  intellectuelles  qui  font  le  grand  géomètre, 
enrichit  l'Analyse  de  méthodes  précieuses,  et  donna  le  premier 
le  moyen  de  calculer  les  inégalités  planétaires.  Content  d'ar^ 
voir  ouvert  des  voies  nouvelles  à  l'Analyse ,  il  s'embarrassa 
peu,  dans  la  réduction  de  ses  formules  en  nombres ,  de  l'ejao*- 
titude  des  calculs  ;  aussi  les  résultats  auxquels  il  parvint  s'ac- 
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cordent  stssez  ftial  avec  les  observations.  Mais  il  ne  faudrait 
que  corriger  quelques  erreurs  faciles  à  découwr,  pour  leur 
rendre  TeTEactitude  convenable  ,  et  ses  méthodes  contiennent 
le  germe  de  toutes  les  grandes  idées  qui  sont  devenues ,  entre 
les  mains  de  ses  successeurs,  la  base  de  la  théorie  analytique 
da  système  du  monde.  D'Alembert ,  auquel  on  n'a  pas  rendu 
toute  la  justice  qu'il  méritait  comme  l'un  des  plus  beaux 
génies  qu'aient  produits  les  sciences  mathématiques ,  peut- 
être  parce  qu'il  ambitionna  trop  de  gloires  à  la  fois ,  fit  pour 
(la  Mécanique  ce  qu'Euler  avait  fait  pour  l'Analyse  :  il  agrandit 
soA  domaine.  En  donnant  un  moyen  simple  de  ramener  aux 
lois  de  la  Statique  celles  du  mouvement  des  corps  ,  il  rendit 
'    Ëicile  la  réduction  en  formules  de  toutes  les  questions  de  la 
^    Dynamique ,  et  ce  fut  désormais  à  l'Analyse  à  achever  la  so* 
lution  des  problèmes.  Ce  grand  géomètre  entreprit  d'assujettir 
au  calcul  les  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes  et 
de  la  nutation,  dont  Newton  avait  entrevu  la  cause  sans  pou- 
'    ?oir  réussir  à  en  déterminer  la  loi ,  et  il  eut  l'honneur  d'ar- 
'    riyer  à  dés  résultats  exacts  et  concordans  avec  les  observa- 
tions f  dans  une  question  qu'on  peut  regarder  coinme  l'une 
des  plus  difficiles  que  présente  la  Mécanique  céleste.  Glairaut , 
esprit  judicieux  y  et  qui^  par  ses  belles  découvertes  dans  la 
théorie  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  fluides ,  a  mérité 
d'être  nommé  après  Euler  et  d'Alembert  ^  donna  une  solu- 
tion particulière  du  problème  des  trois  corps,  une  théorie 
mathématique  de  la  figure  de  la  Terre ,  et  fit  partie  de  ces 
belles  expéditions  que  ,  pour  l'honneur  éternel  des  sciences, 
l'Académie  de  Paris  envoya  ,  vers  le  milieu  du  dernier  siècle^ 
chercher  jusque  dans  les  riions  glacées  du  pôle  des  notions 
'     certaines  sur  la  forme  de  notre  globe.  Enfin  il  couronna  tant 
'     ^  travaux ,  en  fixant,  ]>ar  des  calculs  rigoureux  ,  l'époque  du 
^     pochaiu  retour  à  son  périhélie  de  la  comète  de  Halley  ;  dé- 
*     termination  très  importante  à  cette  époque ,   parce  qu'en 
'     nUintrant  que  les  comètes  ne  diffèrent  des  planètes  que  par 
la  longueur  dea  grands  axes  de  leurs  orbites,  et  qu'elles  cir- 
culent autour  du  Soleil  suivant  les  mêmes  lois  que  les  autres 
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corps  du  système ,  elle  devenait  la  preuve  la  plus  irréfragable 
du  principe  de  la  pesanteur  universelle. 

Tel  était  Tétat  de  la  science  vers  la  fin  du  dix-huitième 
siècle ,  tels  étaient  les  progrès  qu'on  avait  faits  dans  la  Mé- 
canique céleste  depuis  les  grandes  découvertes  de  Newton. 
Des  méthodes  difficiles  et  sans  liaison  entre  elles  avaient  été 
proposées  pour  la  détermination  des  inégalités  planétaires  ; 
des  ébauches  informes  de  calcul  avaient  été  tentées  ;  elles 
avaient  conduit  à  des  résultats  souvent   inexacts,  presque 
toujours  incomplets  ;  mais  au  milieu  de  ce  chaos  de  formules 
et  de  nombres ,  on  voyait  percer  une  lueur  de  la  vérité.  Les 
géomètres  n'avaient   point  encore  élevé  sur  la  base  posée 
par  Newton  un  édifice  régulier ,  mais  leurs  travaux  faisaient 
naître  de  grandes  espérances  ;  il  suffisait  qu'ils  eussent  montre 
que  le  problème  n'était  pas  insoluble,  pour  qu'on  pût  as- 
surer  qu'il  serait  un  jour  complètement  résolu.  C'est  à  cette 
époque,  déjà  grande  du  passé  et  pleine  d'avenir,  qu'on  vit 
tout-à-coup  apparaître  presque  en  même  temps  sur  rhorizon 
des   sciences ,  et  comme  deux  météores  partis  d'un  même 
point  du  ciel,  deux  génies  également  hardis  dans  leurs  con- 
ceptions ,  également  heureux  dans  leurs  efforts  ,  Lagrange  et 
Laplace ,  qui  achevèrent  l'ouvrage  commencé  par  leurs  de- 
vanciers ,  et  portèrent  la  Mécanique  céleste  au  degré  de  per- 
fection qu'elle  a  atteint  aujourd'hui.  Pendant  leur  longue 
carrière ,  ces  deux  grands  géomètres  présentèrent  à  l'Europe 
savante  le  spectacle  d'une  noble  lutte ,  où  chacun  des  deux 
adversaires  déployait  tour  à  tour  toutes  les  ressources  de  son 
génie,  sans  que  l'autre  jamais  s'en  laissât  ébranler,  et  sans 
qu'on  pût  soupçonner  auquel  des  deux  resterait  la  victoire. 
Si  l'une  de  ces  grandes  pensées ,  inscrites  en  lettres  d'or  dans 
les  annales   des  sciences ,   était  énoncée  par  Laplace ,  elle 
s'emparait  aussitôt  de  toutes  les  facultés  de  Lagrange  ,  et  elle 
n'échappait  plus  à  son  examen  qu'après  avoir  produit  tous 
les  fruits  dont  elle  contenait  le  germe.  Mais  pourquoi  établir 
un  parallèle  où  la  nature  n'en  avait  pas  mis  ?  et  comment 
comparer  deux  génies  auxquels ,  peut-être  pour  l'avancement 
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-     même  jie  la  science,  elle  avait  donne'  des  directions  diffé- 
rentes? Lagrange  est,  avant  tout,  géomètre  ;  à  ses  yeux  ,  l'A- 
e      nalyse  est  la  première  des  sciences  ;   qu'il  traite  une  simple 
1^      question  de  nombres,  ou  qu'il  s'agisse  de  l'un  des  phéno- 
mènes  les  plus  intéressans  du  système  du  monde  ,  on  le 
te     voit  occupé  d'abord  du  soin  de  faire  briller ,  dans  tout  son 
}oar ,  l'édat  de  sa  méthode ,  et  de  donner  à  ses  formules 
es     tonte  la  généralité  et  toute  l'élégance  qu'elles  peuvent  at- 
li     teindre.  Pour  lui ,  la  Mécanique  céleste  n'est  qu'une  vaste  car- 
G    rière  ouverte  à  la  Géométrie ,  et  la  théorie  l'attache  toujours 
e»   plus  par  elle-même  que  par  les  résultats  qu'elle  produit. 
et     Laplace,  au  contraire,  semble  avoir  pour  but  unique  de  sur- 
tf;    prendre  les  secrets  de  la  nature ,  et  l'Analyse  entre  ses  mains 
ni    n'est  qu'un  instrument  qu'il  plie  avec  une  admirable  adresse 
S-'    aux  applications  les  plus  variées.  La  Mécanique  céleste  est 
t;     redevable  à  Laplace  de  ses  plus  beaux  résultats  ;    aucune 
des  inégalités  planétaires  les  plus  difficiles  à  saisir  n'a  échappé 
à  ses  méditations  ;  il  en  a  assigné  les  causes ,  il  en  a  calculé 
les  effets ,  et  ses  formules  ont  enfin  donné  aux  tables  as- 
tronomiques  le  degré  de  précision  qu'elles  ont  acquis  de 
nos  jours.  Ce  savant  géomètre ,  par  tant  d'heureux  efforts, 
a  mérité  la  première  place  à  côté  de  Newton  ;  mais  sans 
les  théories  de  Lagrange,  la  grande  œuvre  de  l'exposition 
analytique  du  système  du  monde  aurait-elle  été  accomplie  ? 
Il  est  permis  d'en  douter ,  et  Lagrange  n'a  rien  dû  qu'à  son 
génie. 

Analysons  en  peu  de  mots  les  travaux  de  ces  deux  hommes 
également  illustres,  et  réunissons-les  pour  mieux  en  juger 
l'ensemble.  On  les  voit  d'abord  occupés  à  donner  aux  for- 
mules  qui  déterminent  les  mouvemens  des  corps  célestes, 
une  forme  aussi  simple  que  générale,  et  à  substituer  une 
analyse  uniforme  aux  méthodes  diverses  que  l'on  avait  em- 
ployées jusque  là  pour  résoudre  le  problème  difficile  de  leurs 
pertaribations.  Ce  travail  préparatoire  a  pour  premier  résultat 
de  conduire  Lagrange  à  la  découverte  de  l'un  des  plus  beaux 
théorèmes  de  la  Mécanique  céleste  ,  l'invariabilité  des  grand» 
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axés  des  orbites  planétaires.  Laplace  en  déduit  ensmte  l'ex- 
pression exacte  des  variations  séculaires  des  excentricité^  et 
des  inclinaisons  ^  et  il  est  conduit  à  ce  second  résultat  non 
fnoins  remarquable  que  le  premier ,  c'est  que  les  changemens 
que  subiront  dans  la  suite  des  temps  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  des  orbes  des  planètes  seront  toujours  peu  con- 
sidérables ,  en  sorte  que  les  orbites  auront  étemellement4h^ 
forme  à  peu  près  circulaire  qu'elles  ont  aujourd'hui,  et  que 
leurs  inclinaisons  à  Tédiptique  demeureront  toujours  Û^ 
petites.  La  stabilité  du  système  solaire  est  donc  à  jamais  as^ 
surée  ;  les  orbites  des  planètes  dans  les  âges  futurs  ne  pour* 
ront  que  s'aplatir  légèrement  en  conservant  les  mêmes  grands 
axes ,  et  les  plans  de  ces  orbites  ne  feront  que  de  petites 
oscillations  autour  d'une  position  moyenne  i  inunenses  pen- 
dules de  Téternité ,  qui  battent  les  siècles  comme  les  nôtres 
battent  les  secondes. 

L'accélération  séculaire  du  mouvement  de  la  Lune  avait 
long-^temps  occupé  les  géomètres  ,  et  l'on  avait  cru  indispen- 
sable ,  pour  l'expliquer ,  de  modifier  sur  ce  point  la  loi  de 
l'attraction  universelle  ;  Laplace  en  trouve  la  véritable  cause , 
et  doit  à  une  application  de  calcul  négligée  par  Lagrange 
l'une  de  ses  plus  belles  découvertes.  Panni  les  nombreuses 
inégalités  périodiques  du  même  astre ,  il  distingue  celles  qui 
dépendent  de  la  parallaxe  solaire ,  et  il  fait  connaître  les  va- 
leurs de  celles  qui  ont  pour  cause  l'aplatissement  de  la  Terre , 
en  sorte  que ,  sans  sortir  de  son  cabinet ,  l'astronome  peut 
maintenant  déterminer ,  par  l'observation  du  mouvement  de 
la  Lune  ,  la  figure  de  notre  planète  et  sa  distance  au  Soleil. 
La  cause  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  était 
encore  ignorée ,  malgré  les  efforts,  souvent  renouvelés,  que  les 
géomètres  les  plus  distingués  avaient  tentés  pour  y  parvenir  :  la 
direction  particulière  qu'avait  prise  l'esprit  de  Laplace  la  lut 
fait  découvrir  ;  il  la  trouve  dans  un  rapport  singulier  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes ,  et  rend 
considérables  des  inégalités  qui,  sans  ce  rapport,  demeo- 
reraient  éternellement  insensibles.  Une  circonstance  semblable 
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se  rep^oc^uit  dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter ,  et  il  la 
saisît  avec  la  même  perspicacité.  Enfin  , .  les  ldi$  du  flux  et 
du  reflux  des  mers,  que  le  grand  nombre  d'élémens  arbitraires 
dont  elles  dépendent  sen^blait  soustraire  pour  toujours  aux 
q^éculations  de  l'Analyse ,  sont  par  lui  réduites  en  formules 
gui  représentent ,  avec  une  exactitude  merveilleuse  ,  des  ob- 
^ryations  séparées  par  un  intervalle  de  plus  de  cent  ans. 

Nous  ii'ayons  présenté  ici  que  l'exposé  succinct  des  princi- 
pales découvertes  faites  par  Laplace  et  Lagraujge  dans  la 
théorie  du  système  du  monde;  il  faudrait  un  volume  entier 
pour  ofirir  l'énumération  complète  de  touft  les  résultats  re- 
marquables dont  les  sciences  matliématiques  et  physiques 
leur  sont  redevables.  La  Mécanique  céleste ,  par  la  grandeur 
des  objets  qu'elle  embrasse,  par  la  fécondité  des  résultats 
€[u'elle  produit ,  par  la  perfection  enfin  des  méthodes  qu'elle 
emploie ,  est  devenue  le  plus  sublime  ouvrage  qui  spit  sorti 
de  la  main  des  honunes.  Le  géomètre  exprime  .maintenant 
dans  ses  formules  toi^s  les  mouvemens  du  système  solaire,  et 
leurs  variations  successives.  Il  remonte  aux  siècles  écoulés  pour 
comparer  les  résultats  de  ses  théories  aux  observations  les 
plus  anciennes  qui  nous  so.iept  parvenues,  et  repassant  de  là 
aux  siècles  à  venir,  il  prédit  les  états  futurs  du  système  et 
les  changemens  que  des  millions  d'années  suffiront  à  peine 
pour  dévoiler  aux  regards  des  observateurs.  Pour  produire 
un  si  brillant  résultat ,  il  a  suffi  d'appliquer  aux  lois  géné- 
rales de  la  J^écanique  le  principe  de  la  pesanteur  universelle  ; 
la  théorie  est  devenue  alors,  pour  l'Astronomie,  un  moyen  de 
.découvertes  aussi  certain  que  l'observation  même.  Toutes 
deux  se  prêtent  un  mutuel  appui  :  la  théorie  a  souvent  de- 
vancé l'observation  dans  la  recherche  des  lois  de  la  nature  ; 
mais  toutes  les  fois  que  le  temps  l'a  permis  ,  celle-ci  a  plei- 
nement confirmé  les  phénomènes  que  la  première  avait  an- 
noncés, et  elle  a  enfin  établi  le  principe  de  la  gravitation 
siur  un  genre  de  preuves  qu'on  chercherait  en  vain  dans  tous 
les  autres  systèmes,  l'accord  rigoureux  du  calcul  et  des  phé- 
noniènes. 

ToMK  I.  b 
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Le  développement  analytique  des  conséquences  du  principe 
de  la  pesanteur  universelle  constitue  la  théorie  du  système 
du  monde  ;  elle  est  présentée  avec  détail  dans  la  Mécanique 
céleste  de  Laplace  ,  qu'on  doit  regarder  comme  le  Traite 
d'Astronomie  physique  le  plus  sublime  et  le  plus  complet 
que  nous  possédions.  Cependant  les  grands  progrès  qu'a  faits 
depub  vingt  ans  l'Analyse,  ont  permis  d'aplanir  les  priii^ 
cipales  difficultés  qu'on  rencontre  dans  cet  ouvrage,  et  qui  en 
rendent  souvent  la  lecture  pénible.  La  théorie  du  système 
du  monde  peut  être  présentée  maintenant  avec  une  clarté  et 
un  ensemble  qui  lui  avaient  manqué  jusqu'ici ,  et  qui  permet- 
tent d'en  saisir  d'un  regard  toutes  les  parties.  Les  m.éthodes 
qu'elle  emploie  ont  subi  ces  heureuses  améliorations  que  le 
temps  et  l'expérience  apportent  toujours  dans  les  œuvres 
des  géomètres  ;  elles  sont  devenues  plus  simples  en  se  géné- 
ralisant. Nous  avons  essayé  de  réunir  en  un  même  corps 
d'ouvra(;;e  les  résultats  de  tant  d'utiles  travaux  ;  nous  avons 
donné  aux  théories  assez  de  développemens  pour  en  bannir 
toute  obscurité,  et  les  exemples  numériques  que  nous  y 
avons  ajoutés  suffiront  pour  en  rendre  les  applications  fa- 
ciles. Lorsqu'une  science ,  après  avoir  épuise  les  efforts  des 
plus  puissans  génies ,  semble  être  enfin  parvenue  à  ce  degré 
d'élévation  que  les  bornes  de  l'intelligence  humaine  ne  loi 
permettent  pas  de  franchir ,  il  ne  reste  plus  qu'un  moyen 
d'en  hâter  les  progrès ,  c'est  d'en  rendre  les  adiords  moins 
pénibles,  de  substituer  des  méthodes  faciles  aux  méthodes 
compliquées  qu'on  avait  d'abord  employées  pour  en  résoudre 
les  problèmes ,  et  de  se  rappeler  enfin  que  ,  dans  les  ouvrages 
des  hommes  comme  dans  ceux  de  la  nature ,  la  simplicité  est 
un  des  attributs  de  la  perfection. 
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Des  lois  générales  de  Véquilibre  et  du  mouvement, 
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V équilibre  d'un  point  matériel, 

éfinition  du  repos ,  du  mouvement ,  et  des  mots  Vintensité ,  la  direction , 
le  point  d'application  d'ane  force.  Ce  qu'on  entend  par  la  rësultanie  de 

plusieurs  forces  ;  règles  pour  la  de'terminer n<»  i  et  a 

qaations  de  Tequilibre  d'un  point  matériel  sollicité  par  un  nombre  quel- 
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tout  comprises  dans  le  même  plan.  Définition  des  momens.  Cas  oili  le 
plan    contient  un   point  fixe.    Pression  qu'il   supporte,   et  théorie  du 

levier 4 no  5 

Conditions  de  l'équilibre  des  forces  parallèles  comprises  dans  un  même 
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Qaations  générales  de  l'équilibre  d'an  npiabceqQelconqae  de  forces,  agissant 
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ment d'un  point  assujetti  à  une  courbe  ou  à  une  surface  donnée.  Dé- 
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sistent dans  le  cas  même  d''un  changement  brusque  dans  le  mouvement 
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mières déterminent  le  mouvement  de  translation  du  centre  de  gravité  j 
le^  irois  dernières,  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point,     n^  37 

Forme  particolière  qu'on  peut  faire  prendre  aux  équations  différentielles 
du  mouvement  de  rotation  en  rapportant  les  coordonnées  à  trois  axes 
mobiles  dans  l'espace,  mais  fixes  dans  l'intérieur  du  corps..  no^aSetag 

Les  éqoations  dn  mouvement  se  simplifient  quand  on  prend  pour  axes  des 
coordoflBées ,  les  trois  axes  principaux  du  corps.  ^Equations  qui  de'ter- 
minent  la  position  de  ces  axes  par  rapport  à  trois  axes  fixes  quelcon- 
ques  «... n^  3o 

Il  existe  dans  chaque  corps  nn  système  d'axes  principaux,  et  en  général  ce  sys- 
tème est  unique n<>  3i 

Définition  dn  moment  d'inertie.  Sa  valeur  varie  suivant  l'tte  auquel  on  le 
rapporte^  mais  elle  se  détermine  aisément  dans  tous  les  cas,  lorsqu'on 
connaît  les  momens  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux.  Si  deux  de 
momens  d'inertie  du  corps  sont  égaux  entre  eux ,  tous  les  axes  com- 
pris dans  le  plan  des  axes  auxquels  ils  se  rapportent  seront  des  axes 
principaux.  Si  les  trois  momens  d'inertie  .sont  égaux^  tous  les  axes  d« 
corps  seront  des  axes  principaux n^  ,3a 

Axe  instantané  de  rotation.  Les  quantités  qui  le  déterqaioent  font  con- 
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X)es  osciUatÎQns  d'un  corps  qui  tourne  à  fort  peu  près  aiitour  d'un  de  ses 
axes  principaux  et  qui  p*cst  soumis  à  l'action  d'aucune  force  .accéléra- 
tripe.  SI  le  corps  commence  à  toui^ner  autour  d'un  de  ses  ixies  parinfiipanx, 
il  commuera  à  se  mouvoir  autour  de  cet  9xe.  Le  monve ment  est  stable 


uij  TABLE  DES  MATIÈRES. 

aatour  des  axetprincipaox  qui  répondent  an  plat  grand  et  an  pliu  petic 
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Les  mouvemens  des  corps  célestes  nous  révèlent  l'existence  des  forces  qui 
les  animent.  Les  lois  de  ces  mouvemens  ,  découvertes  par  Kepler ,  com- 
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supposés  ft  égale  distance  du  Soleil n^  i  et  » 
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La  comparaison'  des  lois  du  mouvement  aux  observations  ,  conduit  sans 
aucune  hypothèse  étrangère  à  cette  grande  loi  de  la  nature  :  toutes  le* 
molécules  de  la  matière  s'attirent  en  raison  directe  des  masses  et 
inyerse  du  carré  des  distances • n**  3 

Les  phénomènes  les  plus  remarquables  du  systèn^e  du  mondç  se  déduisent 

naturellement  du    principe  de  la  gravitation  universelle b^.  4 

I 

CHAPITRE  II.  Équations  (Ufférentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  corps  soumis  à  leurs  attractions  mutuelles» 

Le  mouvement  de  chacun  des  corps  do  système  est  déterminé  par  six  équa- 
tions. Les  trois  premières  déterminent  à  chaque  instant  la  position  de  son 
centre  de  gravité  dans  Pespace  j  les  trois  dernières ,  la  situation  du  corps 
relativement  à  ce  centre n**  5  et  6 

Lorsqu'on  ne  considère  que  les  monvemens  de  translation  des  corps  cé- 
lestes, on  peut  faire  abstraction  de  leur  figure,  et  les  regarder  comme 
des  points  matériels  concentrés  dans  leur  centre  de  gravité.  Équations 
différentielles  du  mouvement  d'nn  pareil  système n*  7 

Équations  différentielles  du  mouvement  d^un  système  de  corps  soumis  à 
leurs  attractions  mutuelles ,-  autour  de  Tun  d'entre  eux  considéré  comme 
centre  des  monvemens , n**  8 

Les  intégrales  qui  résultent  des  principes  de  la  conservation  du  mouvement 
du  centre  de  gravité,  des  aires  et  des  forces  vives,  sont  les  seules  inté- 
grales rigoureuses  qu'on  ait  pu  jusqu'ici  tirer  de  ces  équations.  Déve- 
loppement dé  ces  intégrales n^  g 

Le  système  d'une  planète  et  de  ses  satellites  agity  à  très  pcn  près,  sur 
les  autres  corps  célestes,  comme  si  la  planète  et  ses  satellites  étaient  réunis 
&  leur  centre  commun  de  gravité ,  et  le  mouvement  de  ce  centre  autour 
du  Soleil  est  à  très  peu  près  le  même  que  si  cette  réunion  avait  lien  en 
effet Xï9  lo  et  II 

Les  équations  différentielles  des  monvemens  des  corps  célestes  n'étant  pas 
inttfgrables  en  général ,  il  a  fallu  recourir  aux  méthodes  d'approximation 
pour  en  déduire  les  lois  dé  ces  monvemens.  La  méthode  proposée  par 
Lagrange ,  et  qui  embrasse  dans  la  même  analyse  les  phénomènes  du  mou- 
vement de  translation  et  ceux  du  mouvement  de  rotation ,  est  la  plus 
ingénieuse  et  la  plus  générale  qu'on  ait  encore  imaginée no  la 

CHAPITRE  m.  Intégration  des  équations  différentielles  du  mouve- 
ment d^un  système  de  corps  soumis  a  leurs  attractions  mutuelles ^ 

Transformation  nouvelle  de  ces  équations.  Méthode  générale  pour  les 
intégrer  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  contenues  dans  les 
intégral^  qu'on  obtient,  en  faisant  abstraction  d'une  partie  de  leurs 
term^.  .Expressions  [générales  des  variations  des  constantes  arbi- 
traires. ; ...., ii«m3|  i4>  l5y  x6^  17,  18  et  ig 
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en  fonctions  des  coordonnées  rectangulaires  de  la  planète  et  de  leurs  pre- 
mières différences n^*  31 

Expressions  de  l'anomalie  excentrique  ,  du  rayon  vecteur  et  de  l'ano- 
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orbite  très  cxccntiique.  Expressions  du  rayon  vecteur  et  du  temps  en 
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Considérations  snr  les  résultats  précédens , n*  67 
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J^anation  séculaire  de  la  Iqngitude  de  Vépoque» 

tance   de  cette   variation,    parce    qu'elle  produit  Palteration    sccn- 

*  de  la  longitude  moyenne u?   ^3 

on  qui  existe  entre  les  varialions  se'culaircs  de  Pëpoque  de  deux  pla- 
'8  soumises  à  leurs  'attractions  mutuelles,'  relation  qui  donne  le 
'en  facile  de  déduire  Tune  de  ces  va  nations  de  l'autre  supposée  con- 

••; ••••; :".'•';•": "^^^ 

ation  de  l'expression  différentielle  de  la  yariation  séculaire  de  l'cpoque. 
erme  proportionne]  au  carre  du  temps  qui  entre  dans  sa  valeur  finie, 
nsensible  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  il  produit  l'ac- 
ration    du    moyen    mouvement  de    la   Lune,  dont  on    avait  long- 

p6  cherché  vainement  la  cause n°  7$ 

(sion  rigoureuse  de  la  variation  séculaire  de  1  époque n*  "fi 

De  la  stabilité  du  système  planétaire, 

l'assurer,  il  faat  i».  que  les  grands  axes  des  orbites  soient  invariables; 

que  les  variatious  des  excentricités  et  des  inclinaisons  soient  ren- 
iées entre  d'étroites  limites.    Ces  conditions  sont  remplies,  quelque 

que  l'on  pousse  les  approximations ,  relativement  aux  excentricités  et 
inclinaisons  ,  en  ayant  même  égard  an  carré  des  forces  perturbatrices. 
a  résulte  que  les  orbites  planétaires,  dans  la  suite  des  siècles ,  ne  feront 
>sciller  autour  d'un  état  moyen  d'ellipticité  et  d^inclinaison  dont  elles 
arieront  peu,  en  conservant  toujours  les  mêmes  grands  axes.  n**77  et  78 
ntîon  do  plan  inuariable  n'est  point  altérée  par  lès  variations  scèn- 
es des  élémens  elliptiques  des  planètes,  même  lorsqu'on  a  égard  dans 
approximations  an  carré  de  la  force  perturbatrice.  Considérations  sur 
njet no  79 

APITRE  IX.    P^ariations  périodiques  des  élémens  des  orbites 

planétaires, 

oppement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  ordonnée  par  rap- 

t  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.    Termes    correspondans  des 

rations  du    grand   axe,    du  mouvement  moyen,  de  l'excentricité  » 

l'inclinaison ,    des    longitudes  de    l'époque ,     du   périhélie    et    du 

id no»  80  et  8i 

)m  de  déterminer  les  constantes  introdnites  dans  ces  valeurs  par  l'in* 
■atîon .' n«  82 

ttions  périodiques  du  rayon  vecteur ,  de  la  longitude  et  de  la 

latitude.  ! 

(fit ,  pour  les  déterminer ,  d'introduire  dans  les  formules  du  mouve 
Qt   elliptique ,    les  élémens   corrigés   de  leurs  altérations  périodiques^ 
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transportent  les  corps  célestes  aux  extrémités  de  l'es- 
pace. Les  géomètres  qui  sont  venus  après  ce  grand 
homme ^  ont  successivement  reculé,  par  leurs  tra- 
vaux, les  bornes  de  cette  science,  et  ils  ont  enfin 
réduit  H  Mécanique  entière  à  uîi  petit  tiotnbre  'Ae 
formules  générales  qui  n'offrent  plus  dans  leur  usage 
de  difficultés,  que  celles  qui  résultent  de  l'imperfection 
de  l'analyse.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  livre,  de 
rappeler  d'une  manière  succincte  les  lois  fondamen- 
tales de  l'équilibre  et  du  mouvement,  pour  appliquer 
ensuite  ces  principes  généraux  à  la  théorie  du  système 
du  monde. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Des  Forces,  de  leur  Composition ^  et  de  V Équilibre 

d^un  point  matériel. 

I .  Un  corps  est  en  repos  lorsqu'il  ne  change  pas  de 
position  par  rapport  à  d'autres  points  regardés  comme 
fixes;  il  est  en  mouvement  lorsqu'il  occupe  successi- 
vement diffërens  lieux  dans  l'espace. 

Toute  cause  motrice  qui  tend  à  faire  passer  un  corps 
de  l'état  de  repos  à  l'état  de  mouvement ,  ou  à  altérer 
d'une  manière  quelconque  le  mouvement  que  ce  corps 
a  reçu,  s'appelle ybrce  on  puissance. 

La  nature  des  forces  nous  est  généralement  incon- 
nue ,  et  nous  ne  pouvons  juger  de  leur  grandeur  que 
par  les  effets  qu'elles  produisent.  Ainsi  ^  nous  disons 
qu'une  force  est  double  ^  triple  ou  quadruple  d'une 
autre,  lorsque  les  effets  qui  en  résultent  dans  des 
circonstances  semblables ,  sont  entre  eux  dans  le 
même  rapport. 

En  comparant  de  cette  manière  toutes  les  forces  de 
la  nature  à  l'une  d'entre  elles  prise  pour  unité  ou 
pour  terme  de  comparaison ,  ces  forces  se  trouveront 
exprimées  par  des  nombres  abstraits  qui  marqueront 
leur  rapport  à  une  unité  commune,  et  elles  ne  seront 
plus  pour  nous  que  des  quantités  mathématiques 
ordinaires. 

Le  rapport  que  nous  venons  de  définir  est  ce  qu'on 
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appelle  V intensité  de  la  force;  son  point  d'applîcatioiK^ 
est  le  point  sur  lequel  elle  agit  immédiatement  ;  sa. 
direction ,  la  ligne  droite  qu'elle  tend  à  feire  décrire" 
au  point  matériel  auquel  elle  est  appliquée. 

Un  point  matériel  soumis  à  l'action  de  plusieurs 
forces  qui  ne  se  font  pas  équilibre ,  tend  à  se  mouvoir 
dans  une  direction  quelconque ,  et  cette  direction  est 
unique,  puisqu'il  ne  peut  se  mouvoir  à  la  fois  dans 
deux  sens  différens.  Si  l'on  imagine  une  force  dirigée 
suivant  la  ligne  que  le  point  tend  à  décrire,  et  dont 
l'effet  équivale  à  l'action  combinée  des  autres  forces 
qui  le  sollicitent ,  il  est  évident  que  l'on  pourra  rem- 
placer, par  cette  force  unique,  le  système  de  forces 
que  l'on  avait  considéré  d'abord,  et  en  faire  désormais 
abstraction,  La  force,  ainsi  déterminée,  s'appelle  la 
résultante  de  celles  qui  ont  mis  le  corps  en  mouve- 
ment, et  celles-ci  sont  nommées  les  composantes  de 
la  première. 

La  résultante  de  deux  forces  dont  les  directions 
sont  sur  la  même  ligne  droite ,  est  égale  à  leur  somme 
ou  à  leur  différence,  selon  qu'elles  agissent  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  opposés  :  c'est  une  consé- 
quence de  ce  que  nous  avons  dit  qu'on  devait  entendre 
par  l'intensité  d'une  force.  Mais  si  les  directions  de  ces 
deux  forces  forment  un  angle  entre  elles,  la  direction 
et  l'intensité  de  la  résultante  sont  liées  à  celles  des 
composantes  par  une  relation  que  nous  allons  nous 
proposer  de  déterminer. 

Soient  X  et  Y  deux  forces  dont  nous  supposerons 
les  directions  perpendiculaires  entre  elles,  et  soit  M 
leur  point  d'application.  Désignons  par  R  leur  résul- 
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tante  ^  et  par  x  l'angle  qu'elle  forme  avec  la  direction 
cle  la  force  X.  Les  intensités  des  deux  forces  X  et  Y 
étant  données ,  il  est  clair^  d'après  ce  que  nous  avons 
dit,  que  la  résultante  R  sera  complètement  détei>- 
minée  de  grandeur  et  de  direction.  On  aura  donc 
généralement 

R  =  F(X,Y),      x  =  /(X,Y); 

d'où,  en  éliminant  Y,  on  tire 

X  =  <p(Rx). 

Dans  cette  équation^  X  et  R  sont  les  seules  quantités 
dont  l'expression  numérique  varie  selon  Tunité  de 

force  qu'on  a  choisie  :  leur  rapport  ^  doit  être  indé- 
pendant de  cette  unité  ;  il  faut  donc  qu'il  soit  exprimé 
par  une  simple  fonction  de  x;  ce  qui  exige  qae<p{KfOc) 
soit  de  la  forme  R.Çx.  On  aura  donc  ainsi 

X  =  R.px, 

équation  dans  laquelle  on  peut  changer  X  en  Y, 

pourvu  qu'on  y  change  en  même  temps  x  en a:, 

^  étant  égale  à  la  demi-cîrconférence  dont  le  rayon 
est  l'unité. 

Cela  posé,  déterminons  d'abord  la  valeur  de  la  ré- 
sultante R.  Pour  cela, •remarquons  que  l'on  peut 
considérer  la  force  X  comme  la  résultante  de  deux 
forces  X'  et  X",  dont  la  valeur  est  inconnue ,  et  qui 
agissent,  la  première  suivant  la  résultante  R,  et  la 
seconde  dans  une  direction  perpendiculaire  à  cette 
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résultante.  La  force  X^  qui  provient  de  la  compo6Î«- 
tion  de  ces  deux  nouvelles  forces  y  formant  l'angle  x 

avec  la  direction  de  X',  «t  l'angle x  avec  la 

direction  de  X*',  on  aura 

X' =  X.<pa:  =  ^',-    X"  =  X.(pg-x)  =  Ç, 

On  peut  de  même  regarder  la  force  Y  comme  la  ré* 
sultante  de  deux  forces  Y'  et  Y^  dirigées ,  la  première 
suivant  la  résultante  R,  la  seconde  perpendiculaire- 
ment à  cette  force  ;  et  pour  déterminer  les  intensité 
de  ces  deux  composantes ,  on  aura 

On  pourra  ainsi ,  aux  deux  forces  données  X  et  Y,^ 
substituer  les  quatre  suivantes  : 

X*        Y»        XY        XY 

R  '       «  ?        R  ^        R  • 

Les  deux  dernières  agissent  en  s«as  contraire  et  se 
détruisent  ;  les  deux  premières  agissant  dans  le  mêm^ 
sens,  s'ajoutent^  et  leur  somme  forme  la  résultante  R. 
On  aura  donc 

R*  =  X*  +  Y»; 

4'qu  ji'09  peut  conclure  que  la  résultante  des  deux 
forces  ]X  et  Y  «ei^  représentée  «n  grandeur  par  la  dia« 
jgjonale  du  «e^tangle  construit  sur  les  droites  .qui  re<^ 
présepfçnt  ces  |(»^e6, 

Péten^iiîQ^fi  fu^vatenant  la  fcHWiie  ^  ^acs.¥ovdC 


ela,j.  ço^sv^ws»  uii^  |;i^i^l^  ftwço  K  agissaot  sur 

iculaire  au  plan  des  forces  X  et  Y.  Pour  avoir  la 
3sultaiite  des  t^^ok  fwces  X^^^^Xi:  2,  on  composera 
abord  ea  une  seule  deux  quelconques  d'entre 
Iles;  on  composera  ensuite  leur  ]^ésultante  avec  ïa 
•oîsième ,  et  il  est  évident  que  la  force  qui  en  résul- 
;ra  sera  la  mjême  dans  quelque  ordre  que  cette 
3mposition  se  soit  opérée.  Soit  dfHic,  comme  pré- 
îdemment,  R  la  résultante  des  forces  X  et  Y.  a: 
iatngle  que  forme  cette  force  avec  la  direction  dé  X. 
oit  S,  la  résultante  des  forces  R  et  Z ,  et  r  Taitgîe 
ue  forme  sa  direction  avec  la  force  R;  on  aurà^ 

Aais  si  y  après  avoir  composé  en  une  seule  Tés  forces 
f  et  Z  ^  on  regarnit  1^  çqpvpie  pij^^pant  de  la  com- 
K>sition  de  leur  résultante  et  de  la  force  X  ^  et  qu'on 
lésigne  par  z  l'angle  ^e  foméât  entt*è  elles' ^  lés 
brces  X  et  S,  on  aur£^ 

X  ss  s .  (pz. 

>ltçi  eqijatiw,  WAP^réç  à  c^^ç^;  q^j  fwM^eRjj, 
lonne 


.  i  r  »-s  ■        ,     »  •  ■ 

.^  .  I  •  4  i 


Pour  déduire  de  cette  égu^tfân  fet  valeur  de  ça: ,  je 
remarque  que  les  angles  x  ^\  y  devant  être  absolu- 
QM^t  ÎA^^^^P^  1  W  deil'aufre^.ffli peqt  fowçft^çrier 
!BfiÇ  dfiW  %»«W^  çfipai'^inent  i  si  Vojû  ^fflrei>c^  (Jpnp 
parrapfiwpk,^  a?  VéquëtiOT  préf?é4ewta,  qw^'c^l^^if- 
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fërencie  ejosuite  par  rapport  à  /,  et  qu'on  diyise  le^ 
deux  résultats  Tun  par  l'autre  ;  en  faisant  pour  abréger^ 


dx  ^  ^  ^        dy 


on  aura 


dz 

dx  ^__^   ^'x,çy 
dz  Çx.ç^y 


(*) 


équation  de  laquelle  la  fonction  inconnue  ^z  a  déjà 
disparu. 

Considérons  maintenant  le  triangle  sphériq:^e  reo 
tangle  intercepté  entre  les  directions  des  trois  forces 
X,  R,  S;  on  aura  entre  les  trois  côtés  Xy  y^  z  de 
ce  triangle,  la  relation 

cosa  =  cosar.cos/; 
d'où,  en  différenciant,  on  tire 

dz  sin  X  cosy  dz  ^_^  cos  *  sin  y 

dx  ""^       sin  z      '         dy  ^^        sin  z 

En  substituant'  pour  -r-  ^^  rr  leurs  valeurs  dans  l'é- 

'^  dx         dy 

quation  (b),  on  en  déduit 

cosx,ç^x  ^^^^  cos  y.  p' y 
svax.çx  siny.çy* 

Puisque  les  deux  angles  x  eXy  sont  indépendans 
l'un  de  l'autre ,  il  est  clair  que  l'un  quelconque  des 
deux  membres  de  cette  équation  peut  demeurer  consh 
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^  h  taot;  ,quelque  valeur  que  l'on  donne  à  la  variable 
^  contenue  dans  l'autre  membre  ;  on  aura  donc  géné- 
ralement 

"' ^—  =  ^> 

c  étant  une  constante  indépendante  de  l'angle  x. 
Cette  équation,  après  y  avoir  substitué  pour  (p'x  sa 

•    valeur  -~  donne  en  l'intégrant 

çx  =  Ccos"^:  X, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  valeur,  substi- 
-    tuée  dans  l'équation     X  =  R.^a:,     donne 

X  =  R.C.cos""*.  X. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  deux  cons- 
tantes C  et  c.  Or,  si  l'on  suppose  Y  nul ,  on  a  évi- 
demment R=X  et  ar=o;  donc  cosa:=i  et  C  =  i. 

SiFon  suppose  Y=X,  on  a  R  =  v/X»+Y»=  X. y/^ 

etxssSo**;  on  aura  donc  X  =  X.\/2.cos'"*'.  50**} 

mais  cos  5o*  =  --;=-  ;  donc  c^=-—  i ,  et  par  conséquent 

X  =;  R*cos.a:. 

Cette  équation  détermine  l'angle  x  ;  elle  fait  voir 
que  la  résultante  des  deux  forces  X  et  Y  est  dirigée 
suivant  la  diagonale  du  rectangle  dont  les  côtés  re- 
présentent ces  forces. 

Concluons  donc,  enfin,  que  la  résultante  de  deux 
forces  rectangulaires  appliquées  à  un  même  point 
matériel  M,  et  dont  les  intensités  sont  représentées 
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par  des  lignes  pri^s  sur  leurs  dire^ctions ,  est  rçpj:ér 
seiitée  en  grandeur  et  en  direction  par  Is^  di^Qoal^ 
du  rectangle  construit  sur  ces  droites. 

Il  suit  de  là,  qu'à  une  force  donnée  on  peut  tou- 
jours substituer  deux  autres  forces  qui  forment  les 
côtés  d'un  rectangle  dont  eUe  e$t  la  diagonale.  SoitR 
la  force  donnée,  X  et  Y  ses  deux  composant^,  et  a 
l'angle  que  forme  la  force  R  avec  la  force  X;  les 
trois  forces  R,  X,  Y  et  l'angle  a  seront  liés  par  fe 
équations  de  condition 

X  =  Rcosfl,     ¥  =  Rsina,    R==:VXmFY^: 

Ces  équations,  qui  n'équivalent  réellement  qu'à 
deux  équations  distinctes,  serviront  à  déterminei 
dewç  àesi  quatpe  quantités;  X^  Y,  R  et  a,  lQrsquç,lff 
deux  auti:es  seront  données. 

En  étçndant  à  trois  dimçnsiûps  le  théorèipç  Pfî^^ 
dent,  il  efi\  ^isé  d'en  conclure  que  la  résultantci  dj 
trois  forces  rectangulaires  appliquées  à  tql  mêm< 
point  matériel  est  représentée  en  grandeur  et  ei 
direction  par  la  diagonale  du  parallélépipède  doBt  ki 
arêtes  représentent  ces  forces.  Soient  donc  X,  Y,  2 
ces  trois  composantes,  Râleur  Fesul tante,  et  a,  b,  i 
les*  trois  ajpgles  que  fait  sa  directiqif  avep  c^)1q  dei 
fprc^  S^^  Y  et  9.  On  ^ura 

R  =  v/XT^TY^+'Z^, 
X  =  R.cosa^     Y  s=?  R'.eos^     Z  =c  R.gos^?, 
équatidW  qui  saççprd^art.  wlr*.  .^es,   puipqv^>i 
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^  trois  angles  a,  b,  c  sont  liés  par  la  condition 

rott 

cos*a  -f-  cos*i  +  cosV  =  i. 


Les  équations  précédentes  seryirppt  à  déterminer 
trois  des  six  quantités  H^  Y,  Z^  B.,  a  et  b,  lorsque 
les  trois  autres  seront  connues.  Elles  détermineront 
la  valeur  et  la  direction  de  la  résultante ,  lorsque  les 
trois  composantes  X,  Y  et  Z  seront  données,  et  ré- 
ciproquement on  pourra,  par  leur  moyen,  décom- 
poser une  force  donnée  R  en  trois  autres  perpendicu- 
laires entre  elles,  et  formant  avec  sa  direction  des 
angles  donn^. 

2.  De  là  résulte  une  manière  très  simple  de  dé- 
terminer la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante 
d'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  ii  un 
même  point  matériel  M.  En  effet,  soient  P,  P',  P'',  etc., 
les  jateuités  de  ces  foreea;  a,  al  ^  et  y  etc.  ;  b^  h\  V'y  etc.  ; 
(?,  cff  d'y  etc.,  les  angles  qui  font  respectivement  leurs. 
directions  avec  les  trois  axes  côordonués  ;  on  décom- 
posera chacune  des  forces  données  en  trois  autres 
parallèles  à  ces  axes;  désignant  ensuite  par  X,  .Y 
et  Z  là  somme  de  toutes  les  composantes ,  respecti- 
vement parallèles  aux  axes  des  x,  des^  et  çles  Zy^ 
en  sorte  qu'on  ait 

X=2.Pc;qpii,    Y^Ï.Pcos*,    Z  =  2.Pcosi>, 

Toutes  les  forces  qui  agissaient  sur  le  point  M  se 
trouveront  ramenées  à  trois  forces  rectangulaires  X, 
Y,  Z,  et  si  l'on  di^sigQ^  P^i*  R  la  résultante  de  ces 
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trois  forces ,  et  par  A  ^  B  ^  C  les  angles  que  fait  sa 
direction  avec  les  trois  axes  coordonnés,  on  aura,  * 
pour  déterminer  ces  quatre  inconnues ,  les  équations  ^ 

I  M  J 

X  =  R.cosA,    Y=R.cosB,    Z;=R.cosC*     j, 

Si  Ton  place  l'origine  des  coordonnées  au  point  M; 
qu'on  désigne  par  Xy  yy  z,  les  coordonnées  de  rex-|^ 
trémité  de  la  force  P;  par  stfyjr'y  a',  les  coordonnées)^ 
de  la  force  P',  et  ainsi  de  suite ,  on  aura  . 

a:  =  P.cosa,    j-c=:P.cosô,     zssP.cosc,       ^ 
x'  ^zzY .  cos  a! y  etc. , 

et  par  conséquent  ^" 

X  =  a:  +  ;r'+ etc.,    Y  =^ -f-^' +  etc.  ^       ii 

Z  =  z  +  z'  +  etc.  ;       ^ 

dans  ce  cas,  X,  Y,  Z  représentent  les  coordonnéei^ 
de  l'extrémité  de  la  résultante ,  dont  le  carré  sera  \^ 
somme  des  carrés  de  ces  coordonnées:  on  aura  doon. 
ainsi  immédiatement  la  grandeur  et  la  direction  d^ 
la  résultante.  il 

Si  le  point  M  est  en  équilibre ,  en  vertu  des  forcit 
qui  le  sollicitent,  leur  résultante  doit  être  égale  \i 

zéro  i  mais  la  fonction  V^X*  +  Y*  +  Z*,  valeur  de  ^ 
cette  résultante,  ne  peut  être  nulle,  à  moins  qu'onjj 
n'ait  séparément  t) 

X  s=s  o,       Y  =ss  o,       Z  =  o. 
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bien 

r.Pcosiiso,     2.Fcosd=o,     2.Fcos<?=o. 

Test-a-dire  que,  dans  le  cas  de  Fcquilibre  d'un 
Qt  matériel  M  sollicité  par  un  nombre  quelconque 
rorces,  la  somme  des  composantes  de  ces  forces 
dlèles  a  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  doit 
i  séparément  égale  à  zéro. 

i.  Ce  théorème  offre  un  moyen  curieux  de  cons- 
iie  géométriquement  la  résultante  d'un  nombre 
elconque  de  forces  appliquées  à  un  même  point, 
i  de  vérifier  l'équilibre  qu'on  supposerait  exister 
lire  ces  forces.  En  effet,  soient  P,  P',  F'. .  .F"^  les 
«ces  données,  que  nous  supposerons  en  nombre 
•{-I,  et  représentées  par  des  lignes  prises  sur  leurs 
îrections.  Soient  a,  b,  c,  a',  b',  etc.,  les  angles 
p'elles  forment  respectivement  avec  les  trois  axes 
lordonnés.  Si  l'on  ajoute  toutes  ces  droites  a  l'ex- 
ûté  Tune  de  l'autre,  dans  un  ordre  quelconque, 
dans  des  directions  parallèles  à  celles  qu'elles 
autour  de  leur  point  commun  d'application ,  on 
jera  un  polygone  d'un  nombre  n  + 1  de  côtés , 
côtés  pouvant  être  situés  ou  non  situes  dans  le 
le  plan.  Plaçons  l'origine  des  coordonnées  à  l'ori- 
de  l'une  quelconque  des  forces  P,  F,  etc.,  à 
ngine  de  la  force  P,  par  exemple,  et  désignons 

xW,  Y^**\  z^*^;  x^'^  lf^'^  z^»> xH  Tf^"\  z^"^ 

icoordonnées  des  différens  sommets  de  ce  poly- 
;   il   est  aisé  de   vérifier  qu'on   aura   généra- 
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jC«)  =  Pcosa  +  P'cosa'. ...  H-  P^"'cosa^»', 
\C0  =  Pcosè  -f-  P'c<»s*'. . . .  4-  PWcosèW, 
j^c»)  _.  pcQg ^  ^  Fcosc' ....  H-  P^"^cosc^"^. 

Si  les  forces  P,  P^ . .  ï*^"^  sont  en  équilibre ,  on  a  n*  2 , 

» 

et  par  conséquent  le  polygone  est  fermé.  Si  l'équi- 
libre n'a  pas  lieu,  les  coordonnées  x^"^,  y^*^,  z^"^, 
élËtnt  égales  respectirément  aux  trois  coordonnées 
de  la  résultante  des  forces  P,  P'. .  .F*^,  n**  2,  cette 
résultante  se  confond  avec  la  ligne  menée  de  Torî- 
gitie  pour  fermer  le  polygone  ;  elle  est  donc  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  cette  ligne. 
Quant  à  son  sens  d'action,  il  n'est  pas  équivoque, 
puisqu'elle  doit  toujours  tendre  à  augmenter  les 
coordonnées  x^"^,  y^"^,  z^"^;  d'où  l'on  peut  conclure 
encore  que  cette  résultante  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  force  qu'il  faudrait  ajouter  aux  forces 
P,  P\  .  .P^"^  pour  ét^lir  l'équilibre  dans  ce  système, 
ce  qui  d'ailleurs  e^t  mianifeste. 

Il  suit  aussi  de  là,  comme  corollaire,  que  si  le 
système  de  forces  que  l'on  considère  se  réduit  à  deux 
forces  P,  P'>  formant  entre  elles  un  angle  quelconque, 
la  i^sultatite  est  la  diagonale  du  parallélogt*amme 
construit  sur  les  deux  forces,  et  que,  si  ce  système 
se  compose  de  trois  forces  P,  P',  P''  non  situées  dans  le 
même  plan,  leur  résultante  est  représentée  parla 
diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  ces  trois 
forces. 


m  SYSTÈÉE  DU  MONDE.  i5 

\     4*  Supposons  maintenant  que  le  point  M  sur  lequel 
agissent  les  forces  P,  P',  etc. ,  île  soit  pas  libre  et  qu'il 
soit  assujetti  h  rester  sur  une  surface  doianée  ;  il  en 
éprouvera  une  résistance  que  nous  désignerons  par  N , 
et  qui  s'exercera  suivant  la  perpendiculaire  à  cette 
surface.  S'il  en  était  autrement,  cette  résistance  pour- 
rait se  décomposer  en  deux  autres  forces ,  lune  dirigée 
suivant  la  normale  à  la  surface,  et  qui  empêcherait 
le  point  de  la  pénétrer,  l'autre  parallèle  à  cette  sur- 
face, et  qui  6V)pposerait  à  ce  que  le  point  pût  s'y 
mouvoir  librement;  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
Si  l'on  considère  la  résistance  N  comme  une  force 
BOuyeUe^nt  le  ponit  M  est  animé,  il  est  clair  qu'on 
pourra  lè  re^rder  Mtouitè  comme  parfaitemetit  libre , 
et  £ûre  absiracticto  de  la  surface  donnée.  Soieht  donc 
a,  C,  y,  les  angles  que  forme  la  direction  de  la  normale 
au  point  M  avec  les  axes  coordonnés  ;  soient  X,  Y,  Z 
la  somme  des  composantes ,  respectivement  parallèles 
à  ces  axes,  des  forces  qui  sollicitent  le  point  M;  on 
aura ,  pour  les  conditions  d'équilibre , 

NC0S>  +  Z:±=0.    I  ^'") 

[  De  ces  équations  on  tire  d'abord 

'  N=  v/X*H-Y*-hZ*; 

>  c'est  la  mesure  de  la  résistance  dont  la  surface  dojt 
»  '  être  capable  pour  n'être  pas  pénétrée  par  le  point  M  ; 
ci  elle  est  égale  a  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
^  sur  ce  point ,  ou  à  la  pression  qu'il  exerce  contre  la 
surface,  suivant  la  direction  de  sa  normale. 
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Soit  L  =  o  réquation  de  la  surface  donnée  ;  x^jy  z 
les  coordonnées  du  point  M  situé  sur  cette  surfstoe; 
on  aura  y  par  les  formules  connues , 

cos«=:K(§),    co8ff  =  K(^),    co8>=K(g; 

en  faisant^  pour  abréger^ 
K  = 


Si  l'on  substitue  à  la  place  de  cosa^  cos^,  cos^, 
leurs  valeurs  dans  les  équations  {m)j  et  qu'on  élimine 
entre  elles  l'arbitraire  N  ^  les  conditions  d'équilibre  ii 
point  M  se  réduiront  aux  deux  équations  suivantes  : 


/dL\         rw  /dL 


^O-KS) 


Pour  voir  ce  qu'expriment  ces  équations  ^  d^gnoni 
par  R  la  résultante  des  trois  forces  X,  Y^  Z^  les  ÔH 

sinus  des  angles  que  forme  R  avec  les  axes  co(X^ 

X     Y     Z 

donnés  seront  exprimés  par  -g  ^  ^  ^  r  ^  ^^  nommant 

donc  Â,  B,  C  ces  trois  angles,  les  équations  préof* 
dentés  donneront 

cosÂ.cosf  =  cosB.cosee^ 
cosA.cosj»  =  cosC.coset. 
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D  ailleurs , 

cos*A  +  cos*B  +  cos^C  =  i, 

COS*  CL  +  cos*  C  +  cos*  }^  =   I . 

On  aura  donc 

cosA  =  cosflt,     cosB  =  cosC,     çosC  =  cos5^. 

C  est-à-dire  que ,  pour  assurer  re'quilîbre  du  point  M , 
il  ne  sera  plus  nécessaire^  comme  dans  le  cas  général, 
que  la  résultante  des  forces  qui  le  sollicitent  soit  nulle  ; 
il  suffira  que  la  direction  de  cette  résultante  soit  nor- 
male à  la  surface  donnée  ^  afin  que  le  point  M  ne 
puisse  glisser  en  aucun  sens  sur  cette  surface. 

Si  la  position  du  point  M  n'était  pas  fixée  sur  la 
surface ,  et  qu'il  s'agît  au  contraire  de  déterminer  ce 
point  de  manière  à  ce  qu'il  se  maintint  en  équib'bre 
sous  l'action  des  forces  X,  Y,  !Z,  les  deux  équations  («) 
jointes  à  Téquation  L  =  o  serviraient  à  faire  connaître 
les  coordonnées  du  point  cherché. 

Supposons  actuellement  le  point  M  assujetti  à  rester 
sur  deux  surfaces  données  ou  sur  la  courbe  de  leur 
intersection.  Il  éprouvera  de  la  part  de  chacune  de 
ces  surfaces  une  résistance  dont  Faction  s'exercera 
suivant  les  directions  de  leurs  normales  ;  en  compre- 
nant ces  nouvelles  forces ,  dont  la  grandeur  est  arbi- 
traire,  parmi  celles  qui  sollicitent  le  point  M  ^  on 
pourra  faire  abstraction  de  la  courbe  donnée^  et  re- 
garder ce  point  comme  entièrement  libre.  Désignons 
donc  par  N  et  N'  les  résistances  que  le  point  M 
éprouve,  par  a,  €,  y,  et  a',  €',  y,  les  angles  que 

Tome  I.  ;* 
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forment  les  normales  aux  deux  surfaces  avec  les  axes 
coordonnes,  et  par  X,  Y,  Z,  les  sommes  des  com- 
posantes, respectivement  parallèles  à  ces  axes,  des 
forces  qui  sollicitent  le  point.  Les  conditions  géné- 
rales d^équilibre  deviendront 

Ncosa  4-  N'cosa'  -f-  X  =  o, 
NcosÇ  +  N'cos^'  +  Y  =  o,  J.  (;7) 
Ncos7  -j^  N'cos/  +  Z  =  o. 

Ces  équations,  en  désignant  par  a>  langle que  forment 
entre  elles  les  deux  forces  N  et  N',  et  observant  que 

cos  ùL  cos  af  +  cps  Ç  côS  S'  +  cos  Jt^cos  y  =  cos  « 
donnent 

N*  +  N''*  +  2NN'.  cos'û)  =  X*  .4-  Y*  +  Zf. 


Le  premier  membre  âe  cette  équation  représente 
le  carré  de  la  diagohaïè  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces  fiT  et  N^,  c'est-à-dire  îe  carré  de 
ïeur  réàultaiitiç ,  laquelle  est  nécessairement  comprise 
dins  le  plan  i)brmàl  à  jià  courbe  donnée.  La  fonction 

_yX*  -+-  Y^'  +  z*  exprimé  donc  la  résiistance  doal 
cette  courbe  doit  être  capable  pour  n'être  pas  péné- 
trée par  le  point  M,  ou,  ce  qui  revient  ^;i^  même, 
elle  exprime  la  pression  normale  que  çp  ppint  exerce 
sur  la  courbe  donnée. 

Soient  L  =  o  et  L'=o,  les  équations  des  deux 
surfacfs  dont  llntersection  forme  la  courbe  que  le 


f 
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point  M  ne  peut  quitter^  <it  désignons  par  Xj  jy  z, 

les  coordonnées  de  ce  point  ^  nous  aurons 

■     -      p     - 

cos*îî=K'.~,    cosg'=K'.^,    co8y=r.^î 

en  supposant,  ponr  abréger^ 
K  =; 


[©•+(!)•+ (S)-]-' 


K^ ' 


WFmhmi' 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  {^p)j  et 
éliminant  ensuite  N  et  N',  les  conditions  d'équilibre 
du  point  M  se  réduiront  à  cette  équation  unique, 

\dx  +  \dy  +  Tàdz  =  o.     (y) 

« 

Si  l'on  désigne  par  ds  l'élément  de  la  courbe  sur 

laquelle  le  point  M  est  assujetti,  ^*  ^>  ^   seront 

respectivement  les  cosinus  des  angles  que  forme  cet 
âément  avec  les  axes  des  Xj  des^  et  des  a;  les  cosi- 
nus des  angles  formés  par  la  résultante  R  et  par  les 

X     Y     Z 

mêmes  axes,  sont  g*  ^  g*  *  g;-    L  équation  précédente 

exprime  donc  que  cette  résultante  et  Télément  de 
courbe  forment  un  angle  droit  entre  eux.  D'où  il 
résulte  que  la  somme  des  composantes,  tangentes  à 
ce  même  élément,  est  égale  à  zéro,  condition  néces- 
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saire,  en  effet,  pour  que  le  point  M  ne  paisse  gli 
sur  cette  courbe. 

Si  la  position  du  point  M  n'était  pas  fixée,  et  c 
s'agit  de  la  déterminer  de  manière  que  les^  forces 
Y,  Z ,  fussent  en  équilibre ,  Féquation  de  conditioi 
jointe  aux  équations  de  la  courbe  donnée,  suffi 
pour  déterminer  les  coordonnées  de  ce  point. 

Quelles  que  soient  d'ailleurs  les  données  et 
inconnues  du  problème,  la  fonction 


V/X*  +  Y*  +  Z» 


sera  toujours  la  mesure  de  la  pression  normale 
le  point  M  exerce  sur  la  courbe  qu'il  parcourt. 


•»         .      ,       V     f 
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CHAPITRE  II. 


)e  V Équilibre  £un  système  de  points  matériels  liés 
entre  eux  cPune  manière  quelconque. 

5.  Considérons  d'abord  un  système  de  forme  in- 
ariable ,  et  commençons  par  le  cas  le  plus  simple , 
slui  où  le  système'  se  compose  de  deux  points  seule- 
lent^  et  où  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se 
^dxtîsent  à  deux^  agissant  dans  le  même  plan. 

Si  l'on  prolonge  les  directions  de  ces  forces^  que 
ous  désignerons  par  P  et  P',  jusqu'à  ce  qu'elles  se 
encontrent  en  un  point  0,  on  ne  changera  rien  à 
état  du  système,  en  supposant  les  forces  P  et  P' 
ppliquées  immédiatement  à  ce  point.  En  désignant 
onc  par  R  leur  résultante,  et  par  a,  a\  A,  les 
Dgles  que  forment  respectivement  avec  l'axe  des  Xy 
2s  forces  P,  P',  R,  on  aura 


R.cosÂ  =  P.cosn  +  Ftcos^i', 
R.sinÂ  =  P.sina  +  P 


\cos^i',  ] 
\  sma.  j 


Ces  deux  équations  donneront  la  valeur  et  ta  di- 
ection  de  la  résultante  R.  La  position  de  cette  force 
eralt  donc  parfaitement  déterminée ,  si  l'on  connais- 
ait  un  seul  point  de  sa  direction  ;  or,  nous  savons 
lu'elle  doit  passer  par  le  point  de  concours  des  deux 
orces  P  et  F.  Pour  exprimer  analytiquement  cette 
'Ondition,  menons  de  l'origine  des  coordonnées  au^ 
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point  0^  une  ligne  L,  et  soit  a  l'angle  que  forme 
cette  droite  avec  Taxe  des  jc.  Abaissons  de  cette  même 
origine  une  perpendiculaire  sur  chacune  des  forces 
P,  P',  R  ;  si  l'on  désigne  par  p^  p^  et  r,  les  longueurs 
de  ces  droites,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

^  =  L.sîn(a  —  à),    p' =2  lj.sin(et  —  ^)A     /\ 

r  =  L.sin(a-.A).  J     '^^^ 

Si  y  au  moyen  des  deux  premières  équations,  on 
élimine  de  la  troisième  les  deux  quantités  L  et  a ,  on 
4ura  la  valeur  de  r  exprimée  en  fonction  de  quan- 
tités connues ,  et  la  résultante  R  sera  entièrement 
déterminée  de  grandeur  et  de  position.  Mais  à  Féqua- 
tion  qui  résulterait  de  cette  élimination,  on  peut  en 
substituer  une  qui  a  l'avantage  d'être  plus  simple,  et 
dont  la  conséquence  est  la  même;  en  effet,  remar- 
quons que  si  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  les  équa- 
tions (i),  après  avoir  multiplié  la  première  par  since, 
la  seconde  par  ços  a ,  on  a 

R.sin  (a  —  A)  =  P.sin (a  —  «)  +  F.  sin (et'  —  a'). 

Substituons,  dans  cette  équation,  pour  sin  (a — A), 
sin(tt  —  fl),  sin(x  —  a'),  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (o) ,  et  multiplions  tous  les  termes  par  L , 
nous  aurons 

J{r=Vp  +  Py.  (2) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r,  et  fera  con- 
naître par  conséquent  à  quelle  distance  la  résultante 
passe  de  l'origine  des  coordonnées. 
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S'il  y  iivaît  équilibre  dans  le  système,  la  résnl*-^ 
tante  R  serait  nulle  ;  les  équations  (i)  montrent  qu  il 
faut,  dans  ce  cas,  que  les  forces  P  et  P'  soient  égales 
et  agissent  dans  des  directions  parallèles ,  mais  en 
sens  inverse  ;  l'équation  (2)  montre  qu'elles  doivent 
être,  de  plus,  directement  opposées,  ce  qui  d'ailleurs 
est  évident. 

La  fonction  Kr  que  nous  avons  introduite  dans  l'é- 
quation (2) ,  et  généralement  le  produit  d'une  force  par 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordonnées 
sur  sa  direction ,  est  ce  qu'on  appelle  le  moment  de 
la  force  par  rapport  à  cette  origine.  Ce  produit  peut 
s'exprimer  d'une  autre  manière,  qui  a  l'avantage  de 
rendre  manifeste  le  signe  des  perpendiculaires  p,  p' y  r. 
En  effet,  si  l'on  désigne  par  ar,  y  et  x',  y\  les  coor- 
données des  points  d'application  des  forces  P,  et  P', 
et  par  x,  if  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  leur  résultante ,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  .aura 

p  z=zj  cosa  —  or  sin a,     p*  z=zx'  cos  a!  — /'  sin a\ 

V 

et  r  =  X  cos  A  —  y  sin  A , 

l'équation  (2)  deviendra  ainsi 

R(xcosA— YsinA)  =  V{x  cosa  — jrsina) 

H-P'(x'cos/i'— ysina').    (5) 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d'un 
nombre  quelconque  de  points  matériels  liés  entre  eux 
d'une  manière  invariable ,  et  sollicités  par  des  forces 
que  nous  supposerons  toujours  agir  dans  le  même 
plan.  Soient  P,  F,  F'...P^*^,  les  intensités  de  ces 
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forces;  a,  a!^  fl''...fl^"\  les  angles  qu'ettiBB  forment 
avec  Taxe  des  x\  p^  p\  p"..  ./7^"^  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  l'origine  sur  leurs  directions.  Com- 
posons d'abord  en  une  seule  deux  de  ces  forces ,  P  et  P' 
prises  à  volonté;  soit  R'  leur  résultante^  A'  l'angle 
qu'elle  forme  avec  l'axe  des  ^,  et  r'  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction  ;  composons 
ensuite  cette  résultante  avec  la  force  suivante  P";  soit 
R"  leur  résultante,  A''  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe 
des  X,  et  F^'  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  sa  direction  ;  composons  cette  nouvelle  résul- 
tante avec  la  force  P''',  et  ainsi  de  suite  :  de  cette 
manière,  nous  réduirons  finalement  le  système  à 
deux  forces,  R"""*  et  P^"^,  dont  nous  déterminerons 
la  résultante  en  grandeur  et  en  direction ,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  précédemment.  Désignons  par  R 
cette  résultante,  par  A  l'angle  qu'elle  forme  avec 
Taxe  des  x,  et  par  r  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  sa  direction,  et  déterminons  par  le 
même  n*  la  valeur  des  quantités  R'  cos  A',  R'  sin  A', 
RV ,  R"  cos  A'',  etc. ,  nous  aurons ,  par  de  simples 
substitutions , 

R.cosA  =  S.Pcosa,     R.sinA  =  S.Psina,)     r.v 

le  signe  2  désignant  généralement  la  somme  des 
quantités  qu'on  obtient  en  marquant  successivement 
d'un  accent  les  lettres  IP,  a,  p. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  Tinten- 
site  et  la  direction  de  la  résultante  ;  la  troisième ,  la 
distance  à  laquelle  elle  passe  de  l'origine.  Cette  der<-» 


I 
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mère  équatMk  montre  que  le  moment  de  la  résultante 
d  un  nombre  quelconque  de  forces  est  égal  à  la  somme 
des  momens  des  composantes.  Si  l'on  désigne  par  x,  t 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  direction 
de  R  y  et  par  x,  y  y  x'y  y',  etc. ,  les  coordonnées  des 
points  d'application  des  forces  P,  P',  etc.  ;  cette  équa- 
tion pourra  s'écrire  ainsi  : 

R .  (x  cos  A — Y  sin  A)  ==  2.P(a:  cos  a  — y  sinâ).     (5) 

Si  le  système  que  l'on  considère  est  en  équilibre, 
en  vertu  des  forces  qui  le  sollicitent,  la  résultante  de 
ces  forces  sera  nulle;  on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

2.Pcosâ  =  o,     Z.Psinâ==o,     2.P/?  =  o. 

Équations  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  toutes 
les  forces  du  système  peuvent  se  réduire  à  deux  forces 
égales  et  directement  opposées. 

Ainsi  donc,  pour  qu'un  nombre  quelconque  de  forces 
agissant  dans  le  même  plan  puissent  se  faire  équilibre , 
il  faut  :  i^.  que  la  somme  des  composantes  de  ces 
forces,  par  rapporf  à  deux  axes  rectangulaires  menés 
arbitrairement  dans  le  plan,  soit  respectivement  égale 
à  zéro;  7l\  que  la  somme  des  momens  de  ces  forces,  par 
rapport  à  un  point  quelconque  du  plan ,  soit  nulle. 

Si  le  plan  dans  lequel  agissent  les  forces  P,  P',  etc. , 
contenait  un  point  fixe,  il  ne  serait  plus  nécessaire 
que  leur  résultante  fut  nulle  ;  il  suflSrait  que  la  direc- 
tion de  cette  force  passât  par  le  point  fixe  pour  assurer 
l'équilibre  du  système.  Si  l'on  place  donc  en  ce  point 
l'origine  deç  coordonnées ,  Içs  conditions  d'équilibre 
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se  réduiront  à  Fëquation  unîque  l^.Vpmso,  et  la  va-j'*^ 


leur    V(27Pcos ay -f- (2.P sin a)'   de  la  re'sul tante,  ^' 
dont  le  point  fixe  annule  l'effet,  exprimera  l'effort- 
que  supporte  ce  point.  Il  est  a  remarquer  que  cet  . 
effort  est  le  même  que  celui  que  le  point  fixe  aurait 
à  supporter  si  toutes  les  forces  du  système  lui  étaient 
immédiatement  appliquées.  ' 

On  déduit  de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  d'une  ' 
manière  très  simplTe,  et  comme  un  cas  particulier^  ^ 
toute  la  théorie  du  levier.  '' 

6.  Il  peut  arriver  que  les  directions  des  forces  P, 
P',  P",  etc.,  soient  toutes  parallèles  entre  elles;  il 
convient  d'examiner  ce  que  deviennent  alors  les  équa- 
tions (4).  On  aura,  dans  ce  cas, 

■ 

ot  =  a'  =  a!',  etc. , 

et  les  équations  (4)  donneront 

R.cosA=cosû.2.P,  R.sinA=sina.2.P,  Rr=:2.P^; 

d'où  Ton  tire 

cos  A  =  cos  a,     sin  A  =  sin  a     et     R  =  2.P, 

c'est-à-diire  que  la  résultante  est  parallèle  aux  com- 
posantes, et  qu'elle  est  égale  à  leur  somme.  La 
troisième  équation  devient  ainsi  : 

2.Pp 
^  S.P  ' 

ce  qui  détermine  la  distance  de  la  résultante  à  l'ori- 
gine, et  achève  de  fixer  sa  position. 
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Si  Ton  suppose  R  =  o  dans  les  équations  précé- 
dentes ^  elles  deviennent  9 

2.P  =  o,       2.P/?  =  o.       (6) 

D'où  il  suit  que  pour  Téquillbre  dun  système  de 
forces  agissant  dans  le  même  plan  et  dans  des  direc- 
tions parallèles^  il  faut  i"*.  que  la  somme  de  ces  forces 
soit  égale  à  zéro;  2*.  que  la  somme  de  leurs  mo- 
mens,  par  rapport  à  un  point  quelconque  du  plan, 
soit  nulle. 

7 .  Considérons  enfin  un  système  de  points  de  forme 
invariable,  sollicités  par  des  forces  dirigées  dune 
manière  quelconque  dans  l'espace,  et  déterminons 
les  conditions  à  remplir  pour  quW  pareil  système 
soit  en  équilibre.  Soient  P,  P',  P'',  etc. ,  les  intensités 
des  forces  appliquées  au  système;  x,  j,  z,  af^y^ 
z!,  etc. ,  les  coordonnées  respectives  de  leurs  points 
(i application  ;  â,  6^  ^,  les  angles  que  forme  la  direc- 
tion de  la  force  P  avec  les  axes  des  x^  àesjr  et  des  z; 
dy  V ,  dy  les  angles  que  forme  avec  les  mêmes  axes, 
la  direction  de  P',  et  ainsi  de  suite.  Je  décompose 
chacune  des  forces  P,  F,  P",  etc. ,  en  trois  autres , 
Pcosa,  Pcosô,  Pcos^,  P'cosû',  P'cosi',  etc.,  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  des  coordonnées.  Je 
prolonge  la  direction  de  la  force  Pcosa  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  le  plan  des  j-z  en  un  point  dontj* 
et  z  sont  les  coordonnées  ;  je  décompose  ensuite  cette 
force  en  deux  autres  égales  entre  elles  et  parallèles 
à  sa  direction,  agissant  l'une  dans  le  plan  des  xy, 
l'autre  dans  le  plan  des  xz.  Chacune  de  ces  compo- 
santes  sera ,  n®  6 ,  égale  à   â  P  cos  a  ;    la  première 
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agira  perpendiculairement  à  Taxe  des  y^  à  une  dis-* 
tance  2/  de  Taxe  des  jf,  la  seconde  perpendiculaire- 
ment à  Taxe  des  z^  à  une  distance  nz  du  m^me  axe. 

J'opère  une  décomposition  semblable  sur  les  forces 
Fcosfl',  F'cosa'',  etc.,  en  sorte  que  le  groupe  de 
forces  Pcosa,  P'cos^',  etc.,  parallèles  à  l'axe  des  jr, 
se  trouve  ainsi  remplacé  par  deux  groupes  de  forces, 
^Pcosfl,  ^P'cosa',  etc.,  agissant  parallèlement  au 
même  axe ,  l'un  dans  le  plan  des  xj^  l'autre  dans  le 
plan  des  orz,  aux  distances  respectives  ^,  ^',  etc., 
2Z,  2z^,  etc. ,  de  l'axe  des  x. 

Je  remplace  de  même  le  groupe  des  composantes 
P  cos i,  F cos i',  etc.,  parallèles  à  l'axe  des/,  par  deux 
groupes  de  forces  ^  P  cos  i,  \  P  cos  V y  etc. ,  agissant 
parallèlement  au  même  axe,  Tun  dans  le  plan  des 
xjj  l'autre  dans  le  plan  dçs  jz^  à  des  distances 
respectives,  nxy  naf^  etc.,  2z,  2z',  etc. ,  de;  l'axe  des  7*, 
et  le  groupe  des  composantes  P  cos  CyY  cos  c'^  etc. , 
parallèles  à  l'axe  des  z  y  par  deux  groupes  de  forces 
7  P  cos  c,  ^  P'  cos  c',  etc. ,  agissant  parallèlement  au 
même  axe,  l'un  dans  le  plan  des  arz,  l'autre  dans 
celui  de&jZy  aux- distances  respectives  2X,  2x',  etc., 
ajr,  iiy y  etc. ,  de  Taxe  des  z. 

Ainsi  donc  ,  toutes  les  forces  qui  agissaient  dans 
des  directions  quelconques  sur  le  système  que  nous 
considérons,  se  trouvent  remplacées  par  des  forces 
agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés ,  et  partagées 
sur  chacun  d'eux  en  deux  groupes  de  forces  respecti- 
vement parallèles  aux  axes  que  renferment  ces  plans. 

Il  est  clair,  d'après  cela ,  que  si  l'équilibre  a  lieu  sur 
chacun  des  plans  coordonnés,  il  aura  lieu  dans  le 
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système  entier.  Or  les  conditions  d'équilibre  sur  chacun 
des  plans  des  xy^  des  xz^  et  des^2,  seront  expri- 
mées n^  5  par  les  équations  respectives 

iS.P  cosn  =  o,  Î2.P  cosi  =5  o, 
■|^2.[P  (2;^cosa  —  nx  cosi)  ]  =  o, 
:^2.P  cosa  =  o,  ^2.P  cos^  s=  o, 
•J2.[P(2j:  cos  c  —  22  cosa)]  =  o, 
jS.P  cosi  =  o,  jS.P  cosc  =  o, 
^ 2.  [P ( 22  cos  &  —  ay  cos  c  )  ]  =  o. 

Ces  neuf  équations  n'en  forment  véritablement  que 
six  différentes  entre  elles;  l'équilibre  du  système  sera 
donc  assuré,  lorsque  les  forces  P,  P'^  etc.;  satisferont 
aux  équations  suivantes  : 

2.Pcosa=0;     2.Pcos&  =  0;     S.Pcosczso; 

2,[P(/  cosn  —  xcos  i)]  =  o, 

/(y) 

2.[P(a:cosc—  2  cosa)]  =  o,f 
2.[P(zcosi — y  cos  ^)]=  o. 

Cest-à-dire  qu^un  système  de  forme  invariable, 
sollicité  par  des  forces  dirigées  d'une  manière  quel- 
conque dans  Fespace  »  est  en  équilibre  toutes  les  fois 
que  la  somme  des  composantes  de  ces  forces  respecti- 
vement pandlèles  à  chacun  des  axe^  coordonnes  est 
nulle ,  et  que  la  somme  de  leurs  momens  sur  chacun 
des  plans  perpendiculaires  aux  mêmes  axes  est  res- 
pectivement égale  à  zéro. 

Ces  conditions  suffisent  pour  assurer  l'équilibre  du 
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système,  et  il  est  aisé  de  démontrer  que  cet  équilibré  ■ 
ne  saurait  avoir  lieu  sans  elles.  En  effet,  il  existerait 
nécessairement  sur  celui  des  plans  coordonnés  pour 
lequel  les  équations  (J'équilibre  (  7  )  ne  seraient  pas 
satisfaites,  une  force  libre.  Si  les  trois  plans  coor- 
donnés se  trouvent  dans  ce  cas ,  le  système  sera  néces- 
sairement mis  en  mouvement,  parce  que  trois  forces 
situées  dans  des  plans  diflférens  ne  peuvent  jamais  se 
faire  équilibre.  Si  les  équations  d'équilibre  sont  satis- 
faites sur  l'un  des  plans  coordonnés ,  sans  l'être  sur  les 
deux  autres,  les  résultantes  des  forces  agissant  sur  ces 
plans  ne  sauraient  se  faire  équilibre ,  à  moins  d'être 
situées  toutes  deux  sur  leur  intersection  commune, 
égales  et  de  direction  contraire;  ce  qui  est  impossible 
d'après  la  transformation  précédente.  Enfin ,  si  les 
conditions  d'équilibre  étaient  satisfaites  sur  deux  des 
plaus  sans  l'être  sur  le  troisième,  les  forces  situées 
dans  ce  plan  mettraient  nécessairement  le  système  en 
mouvement. 

Si  le  système  n'est  pas  en  équilibre ,  et  si  les  forces 
P,  P',  etc. ,  qui  le  sollicitent  ont  une  résultante  R ,  il 
est  clair  que  l'on  rétablira  l'équilibre  dans  le  système 


^rechon  de  K  ;  soient  x ,  '  y,  z  ,  les  coordonhées  d*urt 
point 'fijùëlcbnqùë  pris  sur  cette  droite;  désignons  de 
pTus,  pour  abréger,  par  X,  Y,  Z,  la  somnie  dès 
compo£;antes  des  forces  P,  P',  etc. ,  respectivement 
parallèles  aux  axes  coordonnés,  et  par  L,  M ,  N,  la 
somme  de  leurs  momens  relatifs  aux  mêmes  axes.  Les 
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six  équations  de  condition  (7)  devront  être  satisfaites 
en  y  introduisant  la  force  R  en  sens  inverse  de  sa  di- 
rection ;  on  aura  donc 

X  —  R.cosA  =  0,       Y  —  R.cosB  =  o,  "j 

Z  —  R.cosC  =  o;  f 

L  _  (Yz  — ZY)=r:0,     M-.(Zx  — Xz)  =  o,  ^  ^^^ 

N  —  (Xy  —  Yx)  =  o. 

Les  trois  dernières  équations  qui  appartiennent  aux 
momens^  expriment  aussi  une  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
résultante  R;  elles  peuvent  être  regardées  par  consé- 
quent comme  les  équations  des  projections  de  cette 
force  sur  les  trois  plans  coordonnés.  Si  l'on  élimine 
entre  ces  équations  les  variables  x,  y,  z,  on  aura 

LX  4-  MY  +  NZ  =  o. 

C'est  réquatîon  de  condition  nécessaire  pour  que  les 
trois  dernières  équations  (8)  puissent  appartenir  à 
une  même  droite ,  et  par  conséquent  pour  que  les 
forces  P,  P',  etc. ,  aient  une  résultante  unique.  Lors- 
qu'on sera  assuré  que  cette  équation  est  satisfaite ,  les 
trois  premières  équations  (8)  serviront  à  déterminer 
immédiatement  la  grandeur  et  le  sens  d'action  de 
cette  force. 

Si  les  forces  P,  F,  etc. ,  n'ont  pas  une  résukante 
unique,  on  pourra  toujours  les  réduire  à  deux  forces, 
mais  ces  forces  seront  indéterminées  de  grandeur  et 
de  direction.  Soient  en  effet  R',  R",  R'",  les  trois  résul- 
tantes partielles  que  l'on  obtient  par  la  composition 
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de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  plan  coor- 
donné, par  les  directions  des  forces  R'',  et  R''',  menons  i 
deux  plans  parallèles  à  la  direction  de  la  troisième- 
force  R';  menons  ensuite  par  cette  dernière  un  nou-  - 
veau  plan  qui  coupe  à  la  fois  les  directions  des  forces  : 
R"  et  R'"  :  la  force  R'  pourra  se  décomposer  en  deux 
autres  agissant  dans  les  plans  parallèles  à  sa  direction 
que  nous  avons  menés  suivant  les  forces  R'^  et  R''\ 
Les  trois  forces  R',  R",  R"',  se  trouveront  ainsi  réduites 
SL  deux  couples  de  forces  agissant  dans  le  même  plan, 
lesquels  pourront  par  conséquent  se  réduire  à  deux 
forces  agissant  dans  des  plans  différens. 

Si  le  système  que  nous  considérons  n'était  pas  libre, 
s'il  était,  par  exemple ,  retenu  par  un  point  fixe  autour 
duquel  il  serait  obligé  de  pivoter,  les  six  équations  (8) 
ne  seraient  plus  nécessaires  pour  assurer  l'équilibre 
de  ce  système.  Il  suffirait,  dans  ce  cas,  que  la  résul- 
tante des  forces  P,  P',  etc. ,  passât  par  le  point  fixe. 
Si  l'on  prend  ce  point  pour  Torigine  des  coordonnées , 
la  projection  de  R  sur  les  trois  plans  coordonnés 
passant  par  l'origine,  on  aura 

L  =  o,     M  =  o,    N  =  o. 

Ce  sont  les  seules  conditions  nécessaires  pour  assu- 
rer dans  ce  cas  l'équilibre  du  système,  et  la  valeur 

V/X^  +  Y*  -f-  Z'  de  la  résultante  sera  la  mesure 
de  la  pression  que  supporte  le  point  fixe. 

Si  le  système  était  retenu  par  deux  points  ou  par 
un  axe  fixe,  toutes  les  forces  perpendiculaires  et  pa- 
rallèles à  cet  axe  seraient  détruites  par  sa  résistance. 
En  prenant  donc  cet  axe  pour  l'un  des  axes  coor- 
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donnés,  pour  l'axe  des  z,  par  exemple,  tout  Teffet 
des  forces  qui  agissent  dans  les  plans  des^z  et  des  xz 
sera  annulé;  il  suffira  donc,  pour  assurer  l'équilibre 
du  système,  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
dans  le  plan  des  a^  soit  dirigée  sur  l'axe  des  z,  ou 
passe  par  l'origine  des  coordonnées ,  ce  qui  réduit  les 
conditions  d'équilibre  à  l'équation  unique 

N  =  o. 

C'est-à-dire  qu'il  faut  simplement ,  dans  ce  cas ,  que 
la  somme  des  momens  relatif  à  l'axe  fixe  soit  nuUe. 

8.  Supposons  maintenant  que  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  le  système  soient  parallèles  entre  elles  ; 
si  l'on  fait  dans  les  équations  (8),  fl  =  a'=a"=etc., 
J  =  i'  =  i"=  etc.,  c :=  c^  =zc*'=  etc. ,  on  aura, 
pour  déterminer  la  valeur  et  la  direction  de  la  résul- 
tante ,  les  équations  suivantes , 

R  =  2.P, 
cosè.[z.2.P  — 2.P2]  =  cosc.[y.2.P  —  2.Pr], 
cosi?.[x.2.P  —  2,P,r]=cosa.[z.2.P — S.Pz], 

cosfl.[Y.2.P  —  2.P7]  =  cos*.[x.2.P  —  S.Por]. 

D'où  il  suit  :  i®.  que  la  résultante  est  parallèle  aux 
composantes,  et  égale  à  leur  somme;  2''.  que  les 
momens  de  la  résultante,  par  rapport  à  chaque  axe 
coordonné,  sont  égaux  à  la  somme  des  momens  des 
composantes,  relatifs  à  cet  axe. 

On  satisfait  aux  trois  dernières  équations  précé« 
dentés,  indépendamment  de  toute  valeur  donnée  aux 
Tome  L  3 
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angles  a,  b,  c,  ?a  faisant 

s.Px  X.Py  2. Pi? 

^~s:p'     ^^    2.P  V   ^^sTF* 

Ce  sont  les  coordonnée^  d'un  point  situe  sur  la  résul^ 
tante  ^  et  ce  point  est  remarquable  en  ce  qu'il  est  in-^ 
dépendant  de  la  direction  des  forces  P,  P',  etc.,  et 
que  par  conséquent  il  ne  varie  pas ,  quelles  que 
soient  les  positions  de  ces  forces  dans  l'espace ,  pourvu 
quelles  restent  parallèles  entre  elles,  et  que  leurs 
points  d'application  soient  les  mêmes.  Ce  point  s'ap- 
pelle centre  des  forces  parallèles  ;  c'est  la  commune 
intersection  de  toutes  leç  lignes  suivant  lesquelles  la 
Insultante  peut  être  dirigée  lorsque  les  intensités  de 
ces  forces  et  leur&  points  d'application  ne  changent 

pas. 

Si  le  système  contenait  un  point  fixe,  il  suffirait 
que  la  direction  de  la  résultante  passât  par  ce  point 
pour  ïissurer  l'équilibre.  Le  point  que  nous  venons 
de  nommer  centre  des  forces  parallèles  jouit  donc 
encore  de  cette  propriété  remarquable,  qu'étatisons- 
tenp,,  le  systèipe reçtje  en  équilibre^  quelqiie  situation 
qu'on  lujt  donne,  autpur  de  ce  point  ^  et  queUe  que  soit 
d'ailleurs  la  direction  des  forces  qui  le  sollicitent. 

^uppq^Çlis  que  le  systèipe  ne  sQit  soumis  qu'^  l'ac- 
tipn  de  la  pesanteur  ;  cette  action  éta9t  la  nj^Qie  ppi^r 
tsf^  Içs  çqrps,  et;  les  dlrectioo^  de  I4  pesa^te^r  pqu- 
y^t  être,  supposées  les  nj^mes  daj^s  toute  l'éteiulue 
du  système ,  les  forces  dont  les  ^e'çen^  fQkuX^  qui 
le  c0n?|)O^wt  Wnt  ^nwf^  pQîurroAt  être  regardées 
\»iwmi  pf^allèlies^  et  oomn^e  propoirtioimetles  aux 
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masses  m,  ni^  ni[^  etc.^  de  ces  points.  On  aura  donc^ 
par  ce  qui  précède^  R=2./7t,  c'est-à-dire  que  là 
résultante  est  égale  au  poids  du  système.  On  aura 
ensuite  y  pour  déterminer  le  point  que  nous  avons 
nommé  généralement  centre  des  forces  parallèles^ 
et  qui  y  dans  ce  cas,  prend  le  nom  de  centre  de  gm-^ 
vite,  les  équations 

4 Z i  mx  X.  my  S  .  mz 

La^  propriété  caractéristique  du  centre  de  gravité 
consiste  en  ce  que,  s'il  est  supposé  fixe,  le  système 
animé  par  la  pesanteur  reste  en  équilibre,  quelque 
situation  qu'on  lui  donne  autour  de  ce  points  parce 
que,  dans  toutes  ces  positions ,  la  résultante  des  forces 
qui  agissent  sur  le  système  vient  passer  par  le  point 
Hxe.  Si  Ton  place  l'origine  des  coordonnées  en  ce 
point ,  on  atirâ 

X.mx  =  o ,       2./?i;^  =  o,       S.mzso. 

La  positi(m  du  centre  de  gravité  est  donc  déterminée 
par  la  condition  que ,  si  Ton  fait  passer  par  ce  point  un 
plan  quelconque,  la  somme  des  produits  de  chacun 
des  points  du  système,  par  sa  distance  à  ce  point,  est 
nidle;  car  cette  distance  est  une  fonction  linéaire  des 
coordonnées  x,  jr,  z  de  ce  point;  en  la  multipliant 
donc  par  la  masse  du  point,  la  somme  de  ces  produits 
sera  nulle  en  vertu  des  équations  précédentes. 

Cette  propriété  sert  à  fixer  d'une  manière  très 
simple  la  position  du  centre  de  gravité.  En  effet  ^ 
sachent  x^  Y^  z>  ses  trois  co<>r4pn^^^9  rapportées  à 

3.. 
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Si  le  corps  était  assujetti  à  tourner  autour  de  Fori- 
gine  des  coordonnées  ^  les  trois  dernières  équations 
suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 

S11  n'était  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur^  on 
aurait,  pour  déterminer  son  centre  de  gravité,  en 
nommant  M  la  masse  entière  du  corps,  et  en  remar- 
quant que  S.dif7i  =  M,  les  équations 

S.x.dm  S*y»dm  S.z.dm 

Enfin ,  si  le  système  que  Ton  considère  est  composé 
d'un  nombre  quelconque  de  corps  solides  m,  m\  etc., 
sollicités  par  des  forces  quelconques,  on  cherchera, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  résultantes 
partielles  des  forces  qui  agissent  sur  chacun  de  ces 
corps,  et  l'on  n'aura  plus  à  considérer  que  des  forces 
de  grandeur  donnée  agissant  sur  des  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable,  dont  on  déterminera 
l'équilibre  par  les  considérations  précédentes. 

I  o.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  systèmes 
de  forme  invariable  ;  mais  quel  que  soit  le  système 
qui  se  présente,  il  est  évident  que  l'on  ne  changera 
rien  à  son  état  d'équilibre ,  en  joignant  par  des  droites 
inflexibles  les  diflerens  points  dont  il  se  compose ,  de 
manière  à  rendre  invariables  leurs  distances  mutuelles. 
Les  forces  qui  lui  sont  appliquées  doivent  donc,  s'il 
est  libre,  satisfaire  toujours  aux  six  équations  géné- 
rales (7)  n*  7,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  mode  de 
liaison  de  ses  différentes  parties. 

Mais  ces  équations  ^  sans  lesquelles  l'équilibre  ne 
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saurait  avoir  lieu,  ne  suffiront  plus  dans  ce  cas  pour 
assurer  son  existence.  Les  forces  qui  animent  le  sys- 
tème de  forme  variable  devront  en  outre  satisfaire 
à  certaines  équations  de  condition  qui  dépendront  de 
sa  nature.  Voici  comment  "on  pourra ,  dans  tous  les 
cas ,  parvenir'  à  les  former  de  la  manière  la  plus 
facile. 

On  observera  que  Féquililire  du  système  n'est  pas 
trouble  lorsqu'on  suppose  invariable  un  nombre  quel- 
conque de  ses  parties;  l'équilibre  subsistera  donc 
encore  en  rendant  fixes  tous  les  points  qui  le  com- 
posent, moins  un.  On  exprimera  ainsi  les  équations 
d'équilibre  de  chacun  des  points  du  système,  en  ayant 
^ard  à  leur  liaison  mutuelle,  et  les  équations  de 
condition  qui  résulteront  de  leur  combinaison  ou  de 
l'élimination  des  arbitraires  qui  dépendent  du  mode 
de  liaison  des  parties  du  système,  seront  celles  que 
les  forces  qui  le  sollicitent  doivent  remplir  pour  as- 
surer son  équilibre. 

Ces  considérations  générales  serviront  à  faciliter  la 
mise  en  équation  de  tous  les  problèmes  que  peut  pré- 
senter l'équilibre  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  fornid  variable,  quelle 
que  soit  sa  nature.  On  en  déduit  d'une  manière  très 
simple  la  solution  de  deux  questions  de  ce  genre, 
fort  remarquables,  celles  de  l'équilibre  du  polygone 
funiculaire  et  de  la  lame  élastique.  Nous  regrettons 
que  les  borùôs  de  cet  ouvrage  ne  nous  aient  pas  permis 
de  les  développer  ici. 
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CHAPITRE  III. 


Du  Mouvement  d^un  point  matériel. 

1 1  •  Un  point  matériel  ne  peut  se  donner  à  lui-même 
aucun  mouvement;  il  est  également  incapable  d'altérer 
de  quelque  manière  que  ce  soit  le  mouvement  qu'il  a 
reçu.  Cette  tendance  de  la  matière  à  persévérer  dans 
son  état  de  repos  ou  de  mouvement,  se  nomme  inertie. 
C'est  la  première  loi  da  mouvement  des  corps. 

L'inertie  doit  être  regardée  comme  une  loi  de  la 
nature ,  et  l'expérience  vient  sans  cesse  la  confirmer 
sous  nos  yeux.  En  eflFet,  nous  voyons  sur  la  terre  les 
mouvemens  des  corps  se  prolonger  de  plus  en  plus ,  à 
mesure  qu'on  diminue  les  obstacles  qui  s'y  opposent, 
ce  qui  nous  porte  à  croire  que  sans  eux,  ces  mouvemens 
dureraient  toujours.  La  marche  des  corps  célestes,  qui 
depuis  un  si  grand  nombre  de  siècles  se  conserve  sans 
aucune  altération  sensible,  nous  offre  de  cette  loi  une 
preuve  plus  manifeste  encore. 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  fois  qu'on  observe  une 
altération  quelconque  dans  l'état  de  repos  ou  de  mou- 
vement d'un  corps ,  c'est  à  l'intervention  d'une  puis- 
sance étrangère  qu'il  faut  en  attribuer  la  cause. 

Si  un  point  matériel,  après  avoir  obéi  à  l'action  de 
la  force  qui  le  sollicite ,  est  ensuite  abandonné  à  lui- 
même  ,  il  continuera  à  se  mouvoir  d'un  mouvement 
tmiforme  dans  la  direction  de  cette  force^  s'il  n'éprouve 
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iiicune  résistance.  U  doit  se  mouvoir  en  ligne  droite, 
puisqa  en  effet  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  s  écarte 
plutôt  dans  un  sens  que  dans  un  autre  de  sa  direction 
primitive.  Son  mouvement  doit  être  uniforme ,  puis- 
se ^  par  la  loi  de  l'inertie,  il  est  incapable,  sans  le 
secours  d'upe  nouvelle  force,  d'accélérer  ou  de  ralentir 
le  mouvement  qu'il  a  reçu. 

Nous  entendons  par  mouvement  uniforme,  celui 
oà  le  mobile  décrit  des  espaces  égaux  dans  les  mêmes 
iQtervalles  de  temps.  Dans  ce  mouvement ,  les  espaces 
parcourus  sont  donc  proportionnels  aux  temps  em- 
ployés à  les  parcourir,  en  sorte  que  si  s  représente 
I  l'espace,  t  le  temps,  on  a  généralement  s  =  v^  La 
quantité  v  est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  dans  le  mou- 
vement uniforme;  c'est  le  rapport  de  Tespace  au  temps 
employé  à  le  décrire,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps. 

Cette  simple  définition  du  mouvement  uniforme 
nous  montre  comment  sont  introduites  dans  les  recher- 
ches relatives  au  mouvement  des  corps,  trois  nouvelles 
quantités  dont  nous  n'avions  pas  eu  à  nous  occuper 
lorsque  nous  les  avons  considérés  à  l'état  de  repos  : 
l'espaèe ,  la  vitesse  et  le  temps.  Ces  quantités  sont  hété- 
rogènes ,  et  nous  devons  répéter  à  leur  égard  l'obser- 
vation que  nous  avons  faite  dans  le  n®  i .  Pour  les  com- 
parer entre  elles ,  il  faut  les  supposer  respectivement 
divisées  par  la  quantité  de  même  espèce  qu'on  a  choisie 
pour  unité  pu  pour  terme  de  comparaison;  en  sorte 
qu'elles  ne  sont  plus  alors  que  des  nombres  abstraits. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  pour  unité  de  temps 
la  seconde^  et  le  mètre  pour  unité  de  mesure ,  l'espace 
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angles  a^b^  c ,  ea  faisant 

^^sTP'     ^-^T:?'     ^"sTF* 

Ce  sont  les  coordonnée^  d'un  point  situé  sur.  la  résul* 
tante ,  et  ce  point  est  remarquable  en  ce  qu'il  est  in-^ 
dépendant  de  la  direction  des  forces  P,  P',  etc.,  et 
que  par  conséquent  il  ne  varie  pas,  quelfes  que 
soient  les  positions  de  ces  forces  dans  l'espace,  pourvu 
quelles  restent  parallèles  entre  elles,  et  que  leurs 
points  d'application  soient  les  mêmes.  Ce  point  s'ap- 
pelle centre  des  forces  parallèles;  c'est  la  commune 
intersection  de  toutes  leç  lignes  suivant  lesquelles  la 
résultante  peut  être  dirigée  lorsque  les  intensités  de 
ce&  forces  et  leurs,  points  d'application  ne  changent 

pas. 

Si  le  système  contenait  un  point  fixe,  il  suffirait 
que  la  direction  de  la  résultante  passât  par  ce  point 
pour  ïissurer  l'équilibre.  Le  point  que  nous  venons 
de  nommer  centre  des  forces  parallèles  jouit  donc 
enpof^  de  cette  propriété  remarquable,  qu'était  sou-- 
tenu,  le  système re$t|e  en  équilibre,  quelque  situation 
qu'on  lux  donne  autpur  de  ce  points  et  queUe  que  soit 
d'ailleurs  la  direction  des  forces  qui  le  sollicitent. 

^uppo^çns  que  le  systètpe  ne  SQit  soumis  (\\x%  l'^c- 
tioa  Û^  la  pesanteur  ;  cette  action  étant  la  nje^ia^  pp^r 
t^jb^  les  cqrps,  et  les  dirçctioo^  de  I4  pesa^te^r  pQU-** 
v^t  être,  supposées  les  njiémes  dajos  toute  l'éteiulue 
du  système ,  les  forces  dont  les  ^eren$:  j^i^ul^  qui 
le  cQiçpopwt  ^ont  ^ni^^'ç,  pQîurroAt  être  regardées 
Qîmni^:  p^allèlies^  et  çpoïn^e  propQietionpetles  aux 
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masses  m^  m',  ni\j  etc.  ^  de  ces  points.  On  aura  donc^ 
par  ce  qui  précède ^  R=2./7t,  c'est-à*dire  que  là 
résaltante  est  égale  an  poids  du  système.  On  aura 
ensuite,  pour  déterminer  le  point  que  nous  avons 
nommé  généralement  centre  des  forces  parallèles^ 
et  qui  y  dans  ce  cas,  prend  le  nom  de  centre  de  gra^ 
i^itéy  les  équations 

X .  mx  S.  my  S  .  mz 

X.m   '  Y,, m  '  X.m  * 

La  propriété  caractéristique  du  centre  de  gravité 
consiste  en  ce  que,  s'il  est  supposé  fixe,  le  système 
animé  par  la  pesanteur  reste  en  équilibre,  quelque 
situation  qu'on  lui  donne  autour  de  ce  points  parce 
que,  dans  toutes  ces  positions,  la  résultante  des  forces 
qui  agissent  sur  le  système  vient  passer  par  le  point 
fixe.  Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  en  ce 
point ,  on  aura 

2 .  mx  =  o  ,       2  •  mj  =  o ,       Z .  mz  =  o. 

La  position  du  centre  de  gravité  est  donc  déterminée 
par  la  condition  que,  si  Ton  fait  passer  par  ce  point  un 
plan  quelconque,  la  somme  des  produits  de  chacun 
des  points  du  système,  par  sa  distance  à  ce  point,  est 
nulle  ;  car  cette  distance  est  une  fonction  linéaire  des 
coordonnées  j:,  j^,  z  de  ce  point;  eu  la  multipliant 
donc  par  la  masse  du  point,  la  somme  de  ces  produits 
sera  nulle  en  vertu  des  équations  précédentes. 

Cette  propriété  sert  à  fixer  d'une  manière  très 
simple  la  position  du  centre  de  gravité.  En  effet  ^ 
soient  x^  y^  z^  ses  trois  coor^Pn^^^i  rapportées  à 

3.. 
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Si  le  corps  était  assujetti  à  tourner  autour  de  Fori- 
gine  des  coordonnées  ^  les  trois  dernières  équations 
suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 

S^il  n'était  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur^  on 
aurait,  pour  déterminer  son  centre  de  gravité,  en 
nommant  M  la  masse  entière  du  corps,  et  en  remar- 
quant que  S .  dm  =  M ,  les  équations 

S,x.dm  S>y*dm  ^^^  S.z.dm 

Enfin ,  si  le  système  que  Ton  considère  est  composé 
d'un  nombre  quelconque  de  corps  solides  /n,  m',  etc., 
sollicités  par  des  forces  quelconques,  on  cherchera, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  résultantes 
partielles  des  forces  qui  agissent  sur  chacun  de  ces 
corps,  et  Von  n'aura  plus  à  considérer  que  des  forces 
de  grandeur  donnée  agissant  sur  des  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable,  dont  on  déterminera 
l'équilibre  par  les  considérations  précédentes. 

I  o.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  systèmes 
de  forme  invariable  ;  mais  quel  que  soit  le  système 
qui  se  présente,  il  est  évident  que  l'on  ne  changera 
rien  à  son  état  d'équilibre ,  en  joignant  par  des  droites 
inflexibles  les  différens  points  dont  il  se  compose ,  de 
manière  à  rendre  invariables  leurs  distances  mutuelles. 
Les  forces  qui  lui  sont  appliquées  doivent  donc,  s'il 
est  libre,  satisfaire  toujours  aux  six  équations  géné- 
rales (7)  n*  7,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  mode  de 
liaison  de  ses  différentes  parties. 

Mais  ces  équations  ^  sans  lesquelles  l'équilibre  ne 
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saurait  avoir  lieu,  ne  suffiront  plus  dans  ce  cas  pour 
assurer  son  existence.  Les  forces  qui  animent  le  sys- 
tème de  forme  variable  devront  en  outre  satisfaire 
à  certaines  équations  de  condition  qui  dépendront  de 
sa  nature.  Voici  comment  "on  pourra ,  dans  tous  les 
cas ,  parvenir'  à  les  former  de  la  manière  la  plus 
facile. 

On  observera  que  Féquilibre  du  système  n'est  pas 
troublé  lorsqu'on  suppose  invariable  un  nombre  quel- 
conque de  ses  parties;  l'équilibre  subsistera  donc 
encore  en  rendant  fixes  tous  les  points  qui  le  com- 
posent, moins  un.  On  exprimera  ainsi  les  équations 
d'équilibre  de  chacun  des  points  du  système,  en  ayant 
égard  à  leur  liaison  mutuelle,  et  les  équations  de 
condition  qui  résulteront  de  leur  combinaison  ou  de 
l'élimination  des  arbitraires  qui  dépendent  du  mode 
de  liaison  des  parties  du  système ,  seront  celles  que 
les  forces  qui  le  sollicitent  doivent  remplir  pour  as- 
surer son  équilibre. 

Ces  considérations  générales  serviront  à  faciliter  la 
mise  en  équation  de  tous  les  problèmes  que  peut  pré- 
senter l'équilibre  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  fornid  variable,  quelle 
que  soit  sa  nature.  On  en  déduit  d'une  manière  très 
simple  la  solution  de  deux  questions  de  ce  genre,, 
fort  remarquables,  celles  de  l'équilibre  du  polygone 
funiculaire  et  de  la  lame  élastique.  Nous  regrettons 
que  les  bornes  de  cet  ouvrage  ne  nous  aient  pas  permis 
de  les  développer  ici. 
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constant.  On  pourra  d'ailleurs  étendre  à  cette  quantité  - 
ce  que  nous  avons  dit  sur  la  composition  des  vitesses  ^ 
dans  le  mouvement  uniforme. 

Ces  considérations  sur  les  lois  du  mouvement  suf- 
fisent pour  résoudre  toutes  les  questions  relatives  au 
mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  i 
quelconques.  En  général  ^  tout  problènïie  relatif  au  i 
mouvement  doit  avoir  d'abord  pour  objet  de  doter-  ■ 
miner  à  chaque  instant  la  position  du  mobile^  sa  : 
vitesse  et  sa  direction.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple ^ 
pour  y  parvenir,  c'est  d'établir  une  relation  entre  les 
accroissemens  de  ses  coordonnées  et  les  forces  dont 
ils  dérivent ,  en  sorte  qu'on  puisse  ensuite  remonter, 
par  l'intégration  de  ces  valeurs  infiniment  petites  à 
leurs  valeurs  finies^  ce  qui  n^est  plus  qu'une  question 
d'analyse.  Aussi  la  Mécanique  a-t-elle  fait  de  rapides 
progrès  à  mesure  que  cette  branche  de  nos  connais-* 
sauces  s'est  développée. 

12.  Soit  donc  M  un  point  matériel  que. nous  regar- 
derons comme  entièrement  libre  ;  supposons  les  forces 
qui  le  soUicitent^éduites  à  trois  forces  X,  Y,  Z, 
respectivement  parallèles  aux  trois  coordonnées  rec- 
tangles XyjTyZy  qui  déterminent  sa  position;  sup- 
posons^ de  plus,  que  ces  forces  agissent  en  sens  con- 
traire de  l'origine  des  coordonnées,  et  tendent  à  les 
accroître.  Les  directions  des  trois  composantes  X^ 
Y,  Z,  étant  perpendiculaires  entre  elles,  chacune 
d'elles  est  indépendante  de  l'action  des  deux  autres, 
et  peut  être  regardée  comme  si  elle  agissait  seule. 
Elles  auront  donc  pour  mesure  la  différentielle  seconde 
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de  Tçspace  qu'elles  feraient  parcourir  séparément  au 
poipt  M^  divisée  par  le  carré  de  4'élénient  du  temps, 
et  Ton  aura  par  conséquent 

ce  sont  les  équations  générales  du  mouvement  du 
point  M  ;  elles  expriment  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  accroissemens  différentiels  des  coordonnées 
qui  fixent  sa  position  y  et  les  forces  accélératrices  qui  les 
produisent  ;  elles  sufTiseot  pour  détern>iner  à  chaque 
instant  toutes  les  circonstances  de  son  mouvement 
daii$  respace« 

Si  ce  point  est  libre ,  les  trois  iutégrales  premières 
des  équations  (A)  feront  connaître  à  chaque  instant  la 
vitesse  dont  il  est  animé,  et  leurs  intégrales  finies 
donneront  la  valeur  des  coordonnées  Xyj^  z  en  fonc- 
tion du  temps  t.  Si  l'on  élimine  t  entre  les  équations 
d'où  ces  valeurs  dépendent,  il  en  restera  deux  entre 
les  variables  x,jr,  3,  qui  seront  les  équations  de  la 
courbe  décrite  par  le  point  M  dans  l'espace;  cette 
courbe  sera  généralenïent  à  double  courbure;  c'est 
ce  qu'on  nomme  ïa  trajectoire  du  mobile. 

Si  le  point  M  n'est  pas  libre,  s'il  est  assujetti,  par 
exemple ,  à  se  trouver  sur  une  surface  ou  une  courbe 
donnée ,  au  moj|ren  de3  équadons  de  cette  surface  ou 
de  cette  courbe,  on  éliminera,  de  l'équation  entre 
jc,  ^  et  2 ,  rés|iltant  de  l'intégration  des  équations  (A), 
autant  de  ces  variables  qu'il  y  aura  d'équations  données, 
etil  ea  résultera,  entre  les  forces  X,  Y,  Z,  des  équa- 
tions db  condition  nécessaires  pour  que  le  mobile 
pwase  MiHplir  tes  conditions  demandées. 
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Si  le  corps  était  assujetti  à  tourner  autour  de  Tori- 
gine  des  coordonnées ,  les  trois  dernières  équations 
suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 

SU  n'était  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesanteur^  on 
aurait^  pour  déterminer  son  centre  de  gravité^  en 
nommant  M  la  masse  entière  du  corps,  et  en  remar- 
quant que  S.dm:=iM,  les  équations 

S.x.dm  S»y»dm  ^^  S.tt.dm 

^ — mT"'  ^  =  ~m~'  *  — "nr~* 

Enfin ,  si  le  système  que  Ton  considère  est  composé 
d'un  nombre  quelconque  de  corps  solides  m  y  ni  y  etc., 
sollicités  par  des  forces  quelconques,  on  cherchera, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  résultantes 
partielles  des  forces  qui  agissent  sur  chacun  de  ces 
corps ,  et  Von  n'aura  plus  à  considérer  que  des  forces 
de  grandeur  donnée  agissant  sur  des  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  invariable,  dont  on  déterminera 
l'équilibre  par  les  considérations  précédentes. 

I  o.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  systèmes 
de  forme  invariable  ;  mais  quel  que  soit  le  système 
qui  se  présente ,  il  est  évident  que  l'on  ne  changera 
rien  a  son  état  d'équilibre ,  en  joignant  par  des  droites 
inflexibles  les  différens  points  dont  il  se  compose ,  de 
manière  à  rendre  invariables  leurs  distances  mutuelles. 
Les  forces  qui  lui  sont  appliquées  doivent  donc ,  s'il 
est  libre,  satisfaire  toujours  aux  six  équations  géné- 
rales (7)  n**  7,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  mode  de 
liaison  de  ses  différentes  paxties. 

Mais  ces  équations  ^  sans  lesquelles  l'équilibre  ne 
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saurait  avoir  lieu,  ne  suffiront  plus  dans  ce  cas  pour 
assurer  son  existence.  Les  forces  qui  animent  le  sys- 
tème de  forme  variable  devront  en  outre  satisfaire 
à  certaines  équations  de  condition  qui  dépendront  de 
sa  nature.  Voici  comment  "on  pourra ,  dans  tous  les 
cas ,  parvenir'  à  les  former  de  la  manière  la  plus 
facile. 

On  observera  que  1  equililire  du  système  n'est  pas 
troublé  lorsqu'on  suppose  invariable  un  nombre  quel- 
conque de  ses  parties;  l'équilibre  subsistera  donc 
encore  en  rendant  fixes  tous  les  points  qui  le  com- 
posent, moins  un.  On  exprimera  ainsi  les  équations 
d'équilibre  de  chacun  des  points  du  système,  en  ayant 
égard  à  leur  liaison  mutuelle,  et  les  équations  de 
condition  qui  résulteront  de  leur  combinaison  ou  de 
l'élimination  des  arbitraires  qui  dépendent  du  mode 
de  liaison  des  parties  du  système,  seront  celles  que 
les  forces  qui  le  sollicitent  doivent  remplir  pour  as- 
surer son  équilibre. 

Ces  considérations  générales  serviront  à  faciliter  la 
mise  en  équation  de  tous  les  problèmes  que  peut  pré- 
senter l'équilibre  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  forme  variable,  queUe 
que  soit  sa  nature.  On  en  déduit  d'une  manière  très 
simple  la  solution  de  deux  questions  de  ce  genre, 
fort  remarquables,  celles  de  l'équilibre  du  polygone 
funiculaire  et  de  la  lame  élastique.  Nous  regrettons 
que  les  bdrïies  de  cet  ouvrage  ne  nous  aient  pas  permis 
de  les  développer  ici. 
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rélëment  da  temps,  on.  a  d'ailleurs 

ds  =2  v^e/or*  +  ^*  +  dz^ }     ds  i=:  vdt  ^ 
d'où  l'on  tire 

J^.dszzz'^.S'.dx  '{'Y'*J'*djr-+' ^.J^.dsy 
ds.S'v  =  i^Si^.dt. 

Si  dans  la  première  de  ces  équations  on  substitue  pour 
ds  sa  valeur  i^dt ,  elle  donnera 

Si  Ton  différencie  par  rapport  à  la  caractéristique  cT 
l'équatîoh  (i),  elle  donne 

OU  bien  en  méditant  X,  Y,  Z,  leurs  valeuri 

«  ■ 

Réunissant  les  deux  parties  dé  la  valeur  S" .  i^ds ,  on 
trouve 

D'où  ,  en  intégrant  par  rapport  à  la  caractéristique  d,^ 
en  tire 

^^jifos  PS  '^ — ■         >  ^  ■  ^ -+•  constante. 

Si  l'on  suppose  fixes  les  deux  points  extrêmes  de 
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la  courbe 9  les  variations  S'x^  J^y  cTs  seront  nulles 

par  rapport  à  ces  points ,  on  aura  donc  entre  ces 

limites  S'.fvds  s=  o,  et  par  conséquent  l'intégrale 

fvds  sera  un  minimum. 

Si  le  mobile  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 

accélératrice  ^  sa  vitesse  f^  est  constante  ^  et  l'on  a 

fvds  =ivsj  en  sorte  que  l'arc  de  courbe  décrit  par  le 

mobile  est  alors  le  phis  court  que  l'on  puisse  'mener 

du  point  de  départ  an  point  ^'arrivée  ;  et  comme  les 

espaces  sont  dans  ce  cas  proportionnels  au  temps ,  il  en 

résulte  encore  que  le  mobile  parvient  du  premier 

point  au  secondons  un  temps  moindre  que  s'il  était 

obligé  de  suivre  toute  antre  courbe. 
Ces  r^ultats,  très  remarquables^  supposent  que  la 

fonction  ^dx  •+•  \djr  ^  Zdz,  est  une  différentiélic 

exacte.  Il  existe,  dans  la  nature  un  cas  fort  étendu , 

où  cette  condition  est  remplie,  c'est  celui  où  toutes 

les  forces  ^ccélératricjss-.qui  agissent  sur  le  mobile 

sont  diriges  vers  deft  ççntV^^s  fixes,  et  où  l'i^tetisiré 

de  chacuipie  d'elles  est  un0  looctipp  de  lu  distalicq  du 

mobile  à  son  centre  d'action. 

Ea  effets  si  Ton  représenter  pirP  rititensiié  d'une 

de  ces  fopces>  par  a,  b,  c  les  coordonnées  d H  point 

fixe  vers  lequel  elle  est  dirigée  ^  par  p  la  distance  de 

ce  point  au  mobile  dont  les  varioles  JOyf,  i  dé^çr- 

minent  à  chaque  instant  là  position ,  en  sorte  qu'on  ait 

p^z=:{x  —  ay  +  (  j — by  +  {z  —  cy , 

les  cosinus  des  angles  que  forme  la  droite^  avec  les 

X  —  a     y  —  If 


axes  coordomiés  seront  respectivement 


/ 
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-  "^    ,  ou,  en  difierencîant  l'équation  prccédeiTte^ 

-^Ty  '£'f'^*  ^^  composantes  de  la  force  P>  paral- 
lèles aux  mêmes  axes ,  seront  donc 

S  ^  dy"^  dz 

On  aura,  par  conséquent ,  en  vertu  des  actions  réunies 
des  forces  P,  P',  P",  etc. ,  qu'on  supposera  toutes  de 
la  meHcie  nature  que.  la  force  P, 

X  =  S.PJ,     Y  =  2.P#/    Z  =  2.P^. 

dx^  dy  '  dz 

Si  l'on  makiplte  respectivement  par  dx,  dy^  dz  ces 
valeurs  ^  et-  qu  on  les  ajoute ,  on  a     . 

T^dx  +  Y^  +  Zdz  =  2 .  ^dp. 

Les  forces  P,  P',  etc. ,  étant  fonctions  des  distances 
^,  p\  etc. ,  chacun  des  termes  du  second  membre  de 
cette  équation  est  une  différentielle  exacte;  son  pre- 
mier membre  l'est  donc  pareillement. 

lin'efi  serait  pas  de  même  si  quelqu'une -des  forces 
P,  P',  etc.,  était  dirigée  vers  des  centres  mobiles; 
dans  ce  cas,  les  coordonnées  a^  hj  €^  deviendraient 
variables  ,  et  la  différentielle  de  dp  qui  entre  dans  la 
valeur  de  Xdlr+Y^  ^^TAz  n'étant  plus  complète, 
cette  formule  xie  serait  pas  une  différentielle  exacte. 

14.  Lorsque  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  se 
réduisent  à  une  force  unique  dirigée  vers  un  centre 
fixe,  le  mouvement  qui  en  résulte  jouit  d'une  pro- 
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priétë  très  importante  dans  la  théorie  du  système  du 
monde,  et  qui  se  déduit  d'une  manière  très  simjde 
des  équations  différentielles  (A).  Elle  consiste  en  ce 
que  les  aires  décrites  autour  du  centre  fixe  par  la 
droite  menée  de  ce  point  au  mobile^  sont  propor- 
tionnelles au  temps  employé  à  les  parcourir.  . 

Pour  le  faire  voir,  multiplions  la  première  des 
équatijpus  (A)  par  j^,  la  seconde  par  a:,  et  retran- 
chons-les ensuite  Tune  de  l'autre;  nou$  aurons 

On  trouverait  d^une  manière  semblable  lés  deux  autres 
équations 

— ^  ~  ^ —  =  (zX  —  jcZ).dt,) 

Si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point 
fixe  vers  lequel  la  force  accélératrice  P  est  constam- 
ment dirigée,  on  a  X==P.-,  Ys?:P,-,  ZœP.-; 

e  n  faisant ,  pour  abréger,  r  =  \/x^  •+•/*  +  s*^  on 
tire  de  là , 

a:Y=jrX,     zX=^Z,    jZ=^z\.      {c) 

Les  seconds  membres  des  équations  {a)  sont  donc 
nuls  ,  en  vertu  des  équations  précédentes ,  et  ces 
équations  donnent,  en  les  intégrant, 

xdy—jdoczzzcdty  zdx — xdz=:c^dty  jrdz—'zdjzzzd' dt , 
Cf  c\  d^  étant  trois  constantes  arbitraires. 


54  THÉORIE  ANALYTIQUE 

SivPpn  ajoute  ces  intégrales  après  avoir  multiplié 
la  première  par  \z ,  la  seconde  par  y,  la  troisième 
par  X,  on  a 

cz  -f-  ^y  "+■  ^'«^  =  o  ; 

équation  qui  nous  montre  que  la  trajectoire  décrite 
par  le  mobile  est  contenue  dans  un  plan  passant  par 
l'origine  des  coordonnée^é 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  premiers  membres 
des  équations  (2)  représentent  le  double  de  Taire  élé- 
mentaire tracée  pendant  l'instant  dt  par  la  projection 
du  rayon  vecteur  du  niobile  sur  chacun  des  plans 
coordonnés;  cette  aire  est  donc  une  quantité  cons- 
tante j  par  conséquent  l'aire  décrite  par  les  projections 
du  même  rayon  pendant  un  tçmps  fini  <  sera  pro- 
portionnelle à  ce  temps.  La  directicm  des  plans  coor- 
donnés étant  arbitraire,  on  peut  prendre  pour  Tun 
d'eux  le  plan  même  de  la  trajectoire  du  mobile ,  d'oii 
il  suit,  par  conséquent,  que  les  aires  décrites  par  le 
rayon  vecteur  autour  du  centre  des  forces  sont  pro- 
portionnelles au  temps. 

Réciproquetïient,  si  les  aires,  tracées  par  le  rayon 
vecteur  autour  du  point  fixe,  croissent  comme  les 
temps ,  on  en  peut  conclure  que  la  force  qui  les  fait 
décrire  est  constamment  dirigée  vers  ce  point.  En 
effet  ;  les  équations  (2)  étant  satisfaites  d'après  cette 
hypothèse,  leurs  différentielles,  et  par  suite  les  pre- 
miers membres  des  équations  (â),  seix)nt  nuls;  on 
retrouvera  donc  ainsi ,  entre  les  forces  X;  Y,  Z  et  les 
coordonnées  .r,  j,  z  du  mobile  ;  les  équations  (c)  ; 
'd'où  l^n'tirc 

UV     •      1-      •     /<i      •*•     X     9     "}       m     m>* 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  55 

La  résultante  des  forces  X>  Y,  Z  est  par  conséquent 
dirigée  suivant  la  ligne  droite  menée  do  mobile  k 
Tongine  des  coordonnées. 

Les  propriétés  du  mouvement  d'un  point  matériel, 
que  nous  venons  de  développer,  sont  générales,  et 
s'appliquent  à  une  classe  très  étendue  de  forces  accé- 
lératrices. Nous  allons  faire  maintenant,  sur  la  nature 
de  c^  forces,  quelques  suppositions  particulièi^ ,  et 
résoudre  plusieurs  problèmes  qui  sont  d'un  grand 
intérêt  dans  la  théorie  du  système  du  monde.. 

i5.  Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  le  mou- 
vement d'un  point  matériel  sollicité  par  l'action  de  la 
pesanteur-,  et  qui  se  meut  dans  un  milieu  résistant. 

La  pesanteur  nous  offî'e  l'exemple  d^une  force  qui 
exerce  une  action  continue  sur  les  corps  qu^elle  anime. 
Elle  agit  d'une  manière  semblable  sur  toutes  les  moIé- 
cules  de  la  matière,  soit  dans  Fétat  de  repos,  soH  dans 
l'état  de  mouvement ,  et  parait  tendre  à  les  attirer  vers 
le  centre  de  la  terre.  L'action  de  la  pesanteur  varie  sui- 
vant les  diiférens  points  que  nous  occupons  sur  le  globe, 
et  suivant  les  distances  où  nou$  sommes  de  son  centre. 
Sa  direction  change  avec  l'horizon  du  lieu  auquel  die 
est  toujours  perpendiculaire  ;  mais  comme  les  courbes 
que  Ton  considère  dans  le  mouvement  des  projectiles 
ont  infiniment  peu  d'étendue  comparativement  aux 
dimensions  de  la  terre,  nous  regarderons,  dans  ce  qui 
va  suivre,  l'action  de  la  pesanteur  comme  constante, 
et  nous  la  supposerons  dirigée  suivant  des  droites 
parallèles.  La  résistance  que  le  mobile  éprouve  de  la 
part  du  milieu  qu'il  traverse  dépend  à  la  fois  et  de 
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la  densité:  de.  ce  miliçtt  et  de  la  :  vitesse  dont  il  est 
ammd*.    ^   •   »...  ...  ^ 

Cela  posé ,  désignons  par  g  l'intensité  de  la  pesan- 
teur,t  et  par  ^  la  résistance  du  milieu>  que.  nous  regar- 
derons commç  une  force  dirigée  suivant  la  tangente 
à  la  courbé  que  le  nM>bile* décrit,  et  agissant  £U  sens 
contraire  de  son  mouvement,  son  intensité  dépendant 
de  la  vitesse  du  mobile.  Supposons  le  plan  des  x  et 
desjf  horizontal,  et  plaçons  Forigine  des  coordonnées 
au  point  le  plus  élevé  de  la  trajectoii'e.  Si  Ton  désigne 

par  ds  un  élément  quelconque  de  cette  courbe ,  —  , 

^ ,  ^ ,  seront  les  cosinus  des  angles  que  foraie  sa  tan- 
gente avec  les  axes  coordonnés ,  çt  la  force  Q  donnera 
paraUèlement  à  ces  axes  les  trois  composantes  suivantes: 

fi  dx        p  dy        p  -dz     r»      r  \      j      ^  *    j*     • 

^"d»^  ^•ûT*     ^"T*  *-^s  lorces  tendent  a  dimmuer 

les  variables  x^  jr^  z.  L'action  de  la  pesanteur  au 
contraire,  qui  s'exerce  tout  entièi^  suivant  Taxé  des  z, 
tend  a  augmenter  cette  coordonnée;  en  désignant 
donc  par  X,  Y,  Z,  les  forces  accélératrices  dont  le 
mobile  «st  animé  parallèlement  aux  trois  axe3  coor- 
donnés, on  aura^^ 

liCS  trois  équations  du  mouvenient  deviendront 

donc 

•  ■      .       .      ■ 
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t  I     Si  Tea multiplie  la  première  par  (fy,  la  seconde  par 
dx,  el  qu'on  les  retranché  l'une  de  l'autre',  on  aura 

dx  d^f         4y  ^^ 

di*  dt  '^  Tt'di^^' 

d'où  l'oo  tire ,  en  intégrant , 

^  =  flo:  +  *, 

a^tb  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Cette  équation ,  qui  appartient  à  une  ligne  droite , 
est  celle  de  la  projection  sur  le  {)lan  des  x  y  y  de  la 
courbe  décrite  par  le  mobile  ;  cette  courbe  est  donc 
entièrement  contenue  dans  un  plan  vertical.  En  pre- 
nant par  conséquent  ce  plan  pour  celui  des  coordon- 
nées a:  et  z^  on  aura  généralement  ^  =  o.  Si  de  plus 
on  suppose  y  comme  on  le  fait  ordinairement^  la  résis- 
tance du  milieu  proportionnelle  au  carré  dé  la  vitesse 

dont  le  mobile  est  animé,  .ce  qui  donne  ^  =^  /».  ^, 

m  étant  une  quantité  qui  dépend  de  la  densité  du 
milieu,  et  qui  varie  avec  elle,  les  équations  du  mou- 
vement se  réduiront  aux  suivantes  : 

d^x  da  dx         d^z  ds  dz    .  ,    x 

La  première  s'intègre  immédiatement,  et  il  en  résulte 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  c  la  base  des  loga- 
rithmes dont  le  module  est  l'unité.  Pour  intégrer  la 
seconde,  faisons  dz^=^j'4Xf  j  étant  une  fonclioa 
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quelconque  de  z.;  eu  difTerençiant  ,par  rappoit  a  t,  Atfj^ 
en  résultera  m 

^Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  dçs  équa-  |^ 

lions  (a),  elle  se  réduit,  en  vertu  de  la  première,  à 

a" 

dt'Ti ^' 

ou  bien,  éliminant '^^  au  moyen  de  1  équation  (£); 
et  faisant,  pour  abréger,  «  =  — -^,  on  aura 

Cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  don- 
nera, en  rintégrant,  k  valeur  de^  en  fonction  de  x\ 
cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  dz  =  ydx , 
fournira  une  nouvelle  équation  du  premier  ordre 
ïpntre  z  et  or  sans  t ,  qui  sera  par  conséquent  Féqua^ 
tion  différentielle  de  la  trajectoire. 

Si  l'on  suppose  nulle  la  résistance  du  milieu,  on  a 
771=0,  et  leqùalion  précédente  donne,  en  intégrant, 

y  =  o,ax  •+•  h» 

d%. 

Mettant  potir^  sa  valeur  ^,  et  intégrant  de  nou- 
veau ,  on  aura 

z  =  ax^  -\»  bx  ^  h\ 

h  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Celte  équation  est  celle  d'une  parabole  dont  le 
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^^^  grand  axe  est  vertical;  ce^t  la  courbe  que. décrirait 

un  corps  pesant  projeté  dans  l'espace  avec  une  vitesse 

quelconque,  si  Tair  ne  lui  opposait  aucune  résistance. 

L'équation  {b)  donne ,  en  supposant  m^s^Of  et  en 

,     rintégrant ,  i==:a:.t/—  +  A:,A:  étant  une  constante 

a  "         ^    ff 

arbitraire.  Si  Ton  suppose  xzzzo,  2=0  quand  ^=0| 
on  aura  A=o,  A:  =  o,  et  par  conséquent 

d'où  l'on  tire 

j  ^^i-gt^  +  ài.'^^.      (2) 

La  première  de  ces  équations  montre  que  le  mou^ 
vement  est  uniforme  dans  le  sens  horizontal ,  et  il  ré- 
sulte de  la  dernière,  qti^^  dans  le  sens  vertical,  il  est 
le  même  que  si  le  corps  tombait  suivant  la  verticale. 

On  déduit  de  ces  trois  équatiods  toutes  les  lois  du 
mouvement  dés  projectiles  dans  le  vîde^  Elles  coiii- 
prennent  aussi,  comme  cas  particulier,  le  mouve-* 
ment  accéléré  ou  retardé  d'un  corps  pesant  suivant 
la  verticale.  En  effet,  ci  l'on  suppose  rirtipulsion 
primitive  dirigée  verticalement,  la  parabole,  qui  ré- 
sultait dans  le  cas  général  d'une  vitesse  initiale  quel- 
conque combinée  avec  la  pesanteur,  se  change  en 
une  ligne  droite  et  se  confond  avec  la  verticale.  Si 
le  corps  part  de  Fctat  du  repos,  i  =  o,  et  l'on  a 
himpîcnicnt 

dz  , 
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La  vitesse  croît  donc  comme  le  temps,  et  lespace  ^ 
comme  le  carré  du  tiemps.  Si  Ton  imagine  un  triangle 
rectangle  dont  un  côté  représente  le  temps,  Tautre  2 
côté  pourra  représenter  les  vitesses;  et  la  surface  de  ce 
triangle,  égale  à  la  moitié  de  la  base  multipliée  par  la 
hauteur,  représentera  l'espace  que  la  pesanteur  fait  dé-  3 
crire  au  mobile.  Si,  après  le  temps  f ,  la  pesanteur  ces-  ^ 
sant  son  action ,  le  corps  était  abandonné  à  lui--même,  ^ 
U  continuerait  à  se  mouvoir  uniformément ,  et  décri-  j 
rait,  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise,  dans  un  temps 
égal  à  celui  de  sa  chute,  un  espace  ^t^  double  de 
celui  qu'il  a  parcouru.  Telles  sont  les  lois  de  la  chute 
des  graves  dans  le  vide,,  découvertes  par  Galilée.         { 

^  i6.  Considérons  maintenant  le  mouvement  d'un 
.point  matériel  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface 
ou  une  courbe  donnée.  Désignons  par  N  la  résistance 
qu'il  éprouve  dans  le  sens  de  la  normale  de  la  part  de 
cette  surface  ou  de  cette  courbe;  en  ajoutant  cette 
résistance  aux  forces  accélératrices  dont  il  est  animé , 
nous  pourrons  le  regarder  ensuite  comme  entièrement 
libre,  et  faii;e  abstraction  de  la  surface  ou  de  la  courbe 
qu'il  doit  parcourir.  En  nommant  donc  «3»,  f ,  ^,  les 
angles  que  fait  la  normale  avec  les  axes  coordonnés , 
les  équations  du  mouvement  deviendront 

^  =  X4.Ncosa,     g=:Y.f-N  cos^, 

^  =  Z  +  N  cos  j/. 

Si  l'on  ajoute  ces  équations  après  avoir  multiplié 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  6ï 

la  première  par  arfo:,  la  seconde  par  ndjr^  la  dernière 
par  txdzy  et  qu'on  intègre  leur  somme  ^  on  aura 

4-2/N.(cosa.ûtr+cosé'.^+cos;/.rfr). 

Mais,  en  représentant  par  L  =  o  Tëquation  de  la 
surËice  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti,  et  en 
substituant  j)Our  cosa,  cosC,  cos^^,  leurs  valeurs 
données  n®  4  ^  ^^  ^ 

cosa.  Jor  +  cos^.ii^  +  cosj/.  éfe  =  Kcttj  =  o. 

L'inconnue  N  disparaît  donc  de  Téquation  précé- 
dente, et  l'on  a  simplement 

^±dt±d^  ^  C  4-  2/(X^  4-  "idj  +  Zdz), 

Supposons  que  ^dx  -f-  \djr  +  Zdz  soit  la  difTé- 
rentieile  exacte  d'une  fonction  dé  trois  variables 
/(^^JK^^)^  on  aura 

•  *  ■       * 

Soient  a^b,  c,\e^  coordonnées  d'un  point  connu 
de  la  courbe  décrite,  A  la  vitesse  du  mobile  en  ce 
point;  en  nommant  v  la  vitesse  qui  répond  aux  coor- 
données .r,  7,  s,  on  aura 

P^  —  A^  ==  2/(^,7,  z)  -  ^f{a,  h,  c). 

Cette  équation  est  analogue  à  celle  que  nous  avon* 
trouvée  n'  i5,  pour  le  cas  d'un  point  matériel-libre  • 
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concluons  de  même,  i*.  que  si  aucune  force  accélé-  4î 
ratrice  n'agit  sur  le  mobile ,  sa  vitesse  est  constante  :  ! 
c'est  ce  qu'il  est  facile  de  concevoir^  d'ailleurs,  eu  - 
observant  que  la  diminution  de  vitesse  qu'un  point 
qui  se  meut  sur  une  surface  ou  une  courbe  donnée  « 
éprouve  à  la  rencontre  de  chacun  des  plans  de  cette 
surface  ou  des  élémens  infiniment  petits  de  cette  ! 
courbe ,  est  ime  quantité  infiniment  petite  du  second  » 
ordre;  2^.  que  si  les  forces  accélératrices  n'étant  pas  ^ 
nulles  ,    la   formule  ILdx  +  \djr  +  Zdz  est  înté- 
grable ,  la  vitesse  du  mobile  n'est  plus  constante ,  mais 
qu'elle  est  indépendante  de  la  surface  ou  de  la  courbe 
sur  laquelle  il  est  forcé  de  rester;  il  suffit,  pour  dé-  c 
terminer  cette  vitesse  en  un  point  quelconque  de  la 
trajectoire ,  de  connaître  les  coordonnées  de  ce  point 
et  la  vite^e  du  mobile  au  point  de  départ.  | 

Enfin,  le  principe  de  la  moindre  action  subsiste  I 
par  rapport  aux  courbes  qu'un  point  matériel  peut  , 
tracer  sur  là  surface  à  laquelle  il  est  assujetti,  comme 
par  rapport  à  celles  qu  il  peut  décrire  dans  l'espace 
lorsqu'il  est  libre  ;  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé 
dans  le  n**  cité. 

Déterminons  actuellement  la  pression  que  le.  point 
exerce  conti'e  la  surface  ou  la  courbe  sur  laquelle  il 
se  meut.  Supposons  d'abord  qu'aucune  force  accélé- 
ratrice n'agit  sur  le  mobile ,  sa  vitesse  p  sera  constante  ; 
et  si  l'on  désigne  par  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite, 
ou  l'espace  parcouru  pendant  Tinstant  dt^  on  aura 

dszzzvdt;  d'où  l'on  tire  dt=i  —.  L'élément  ds  est 

donc  aussi  constant ,  et  les  équations  du  mouvement 
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m  substituant  pour  di  sa  valeur^  deviendront 

'p*.~^5=:Ncogfl6,  f^.^çpsNcosê,  <^*.'^s=Ncos}.; 

d  où  Ton  tirera 

Mais  ds  étant  constant  ^  si  Ton  nomme  /*  le  rayon 
)scalateur  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile  ^  on  a 


L*expressîon  de  N  devient  donc  ainsi 

•N  s=  ~. 

r 

■  .  #         ■  #  • 

Cest-à-dire  que  la  pression  exercée  par  le  point  contre 
la  surface  ou  la  coîirbe  est  égale  au  carré  de  .sa  vi- 
tesse f  divisé  par  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
qu'il  décrit* 

Si  )e  point  se  meut  sur  une  courbe  ^  et  qu'il  soit 
sollicité  par  des  forces  accélératrices  quelconques ,  en 
ajoutant  a  cette  expression  celle  .de  la  pression  due 
à  Faction  des  forces  accélératrices  ^  on  aura  la  pression 
totale  que  le  point  exerce  contre  la  courbe* 

Si  le  point  se  meut  sur  une  sur&ce^  la  pression 
due  à  la  force  centrifuge  sera  égale  à  celle  qu'il  exer-* 
oera  contre  la  courbe  qu'il  décrit,  décomposée  suivant 
la  normale  à  la  surface  en  ce  point ,.  c'est'^à^dire  au 
carré  de  la  vitesse ,  divisé  par  le  rayon  du  cercle  oscu- 
lateur,  et  nuiUiplié  par  le  sinus  de  l'angle  que  fait 
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le  plan  du  cercle  osculateur  avec  le  plan  tangent  à  h 
surface.  On  aura  la  pression  totale  que  le  point  exerce 
contre  la  surface  ^  en  ajoutant  à  cette  expression 
celle  de  la  pression  due  à  Faction  des  forces  qui  le 
sollicitent. 

Lorsque  le  point  nest  sollicité  par  aucune  force 
accélératrice,  la  force  centrifuge  est,  comme  nous 
l'avons  vu ,  égale  au  carré  de  la  vitesse ,  divisé  par  le 
rayon  du  cercle  osculateur  de  la  trajectoire  ;  le  plan 
qui  contient  ce  cercle  est  donc  alors  toujours  perpen- 
diculaire à  la  surface  donnée.  Cette  propriété  appar- 
tient à  la  courbe  la  plus  courte  qu'on  peut  mener 
d'un  point  à  un  autre  sur  cette  surface  :  c'est  donc 
aussi  celle  que  décrit  le  mobile  ;  et  cette  loi  remar- 
quable du  mouvement  d'un  point  matériel  dépend 
d'un  principe  général  de  Mécanique  qu'on  a  nommé 
principe  de  la  moindre  action. 

Si  an  point  matériel  qui  n'est  animé  d'aucune  force 
accélératrice  se  meut  da^s  l'intérieur  d'un  cercle,  la 
pression  qu'il  exerce  contre  la  circonférence  sera  égale , 
d'après  ce  qui  précède ,  aii  carré  de  sa  vitesse  divisé 
par  le  rayon.de  cette  circonférence. 

Au  lieu  de  supposer  le  point  renfertaé  dans  un 
cercle,  on  peut  imaginer  qu'il  soit  attaché  à  l'extré- 
mité d'un  fil  inextensible ,  et  qu41  se  meuve  circulai- 
rement  autour  d'un  point  fixe  ;  la  tension  qu'éprouvèia 
le  fil  remplacera  la  résistance  que  le  point  exercerait 
contre  la  circonférence  du  cercle ,  et  équivaudra  par 
conséquent  à  la  force  que  nous  avons  désignée  par  N. 
L'effort  que  fait  le  point  pour  tendre  le  fil- et  pour 
s'éloigner  du  centre  de  la  circonférence,  est  ce  qu'o» 
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novamejoroe  centrifuge;  elle  est  égale  au  carre  de  la 
yitesee  divisée  par  le  rayoUi,  Ea  désignant  donc  par  y* 
cette  fdrce^  on  a 

Comparons  la  forcé  centrifuge  à  la  pesanteur.  Pour 
cela ,  supposons  que  la  vitesse  v  soit  celle  qu'acquer- 
rait le  corps  en  tombant  de  la  hauteur  h,  on  aura^ 
n"*  1 5,  1^'  ss=  7gh ,  et  l'équation  précédente  donnera 

g         r  ' 

Si  Assj-r,  la  force  centrifugé  devient  égale  à  la  pe- 
santeur^ en  sorte  qûé  la  tension  que  le  fil  éprouve 
par  raction  du  corps  qui  se  meut  cîrculaîrémeht  dans 
un  plan  horizontal^  est  la  même  que  si  ce  corps  était 
suspendu  Verticalement  à  son  extrétnîté.  Il  suffit^  pour 
Cela,  qde  la  vitedsfe  dont  it  est  animé  soit  celle  qu'il 
acquerrait  en  tbtxlbaut  d'une  hauteur  égale  à  la  moitié 
de  la  longueur  du  fîh  « 

Supposons  que  le  mobile  emploie  le  temps  T  à 
décrire  la  circonférence  dont  le  rayon  est  r,  et  soit  tt 
le  rapport  de  la,  circonférence  au  diamètre,  on  aura 

p  =  -^,     dou    /  =  ^^. 

•   ■  ■  1 

C'est-à-dire  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle 
au  rayon,  et  en  raison  inverse  du  Carré  du  temps 
employé  à  décrire  la  circonférence.  La  force  centrifuge 
qui  résulte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre  doit 

Tome  L  5 
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donc  aller  en  augmentant  des  pôles  à  ré({uàtetrr,  ef 
elle  tend  à  diminuer  de  plus  en  pliis  1  action  de  la 
pesanteur.  On  a  trouvé ,  en  réduisant  en  nombres  l'é- 
quation précédente,  que  le  rapport  de  la  force  cen- 
trifuge à  la  pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  teri'e  était 
supposée  immobile ,  était  à  lequateur  égal  à  fort  peu 

près  à  f — rj.  En  sorte  que  si  le  mouvement  de  rota- 
tion de  la  terre  était  17  fois  plus  rapide,  la  force 
centrifuge  serait  égale  à  la  pesanteur,  et  les  corps^ 
resteraient  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  deux 
forces  à  Téquateur. 

1 7.  Nous  allons  considérer  maintenant ,  comme  une 
application  intéressante  <^es  forniules  générales  (A) , 
le  mouvçmént  d'un  point  matériel  pesant  dans  l'in- 
térieur çl'une  surface  sphérique.       . 

Nommons  r  le  rayon  de  la  sphère,  et  fixons  à  son 
ccrntre  Torigine  des  coordonnées;  l'équation  de  la 
surface  sur  laquelle  Iç  mobile  est  fqrcé  de^-esler,  et 
que  nous  avons  représentée  généralement  par  L=a„ 
deviendra ,  dans  <:e  cas , 

**+/*H-^*  —  r»  =5=  Oy 

■  ■    "  ■  '  . 

et  Ton  aura,  par  conséquent, 

dL  ^__^  X  tlL        y  dh         z 

ce  qui  donne 

K=5I^       COSâts=:-,       GOs€  =  ~^      COS>  = -. 
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La  pesanteur  étant  la  seule  force  accélératrice  qu'on 
suppose  agir  sur  le  mobile^  on  aura  X=:q^  Y  =  o> 
2  =  g^,  et  les  équations  générales  du  mouvement  (A) 
donneront^  par  la  substitution  de  ces  valeurs^  les 
trois  suivantes  : 


à^'x IV   *        ^'y  —  ^  y        ^''  —  TV  "^  -J-  /y       fTK\ 


Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
idx^  2d)r,  2dz,  qu'on  Jes  ajoute^  et  qu'on  intègre 
leur  somme  en  observant  que  l'équation  de  la  sphère 
donne,  en  la  différenciant, 

xdx  +jdjr  -|^  zdz  =;  o,     (i) 

on  aura  pour  déterminer  la  vitesse  dont  le  mobile 
est  animé 

•  »  •      _  •  . 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Là  vitesse  du  corps  est  donc  la  même  que  s'il  était 
tombé  verticalement  de  la  hauteur  z,  ce  qui  est  con- 
forme à  ce  que  nous  aVods  dit  n®  16. 

Déterminons  la  pression  que  le  mobile  exercé  contr^ 
la  surface.  Pour  cela,  nmltiplioris  les  équations  (B), 
la  première  par  x,  la  seconde  par^,  la  troisième  par  z; 
ajoutons-les  ensuite,  en  observant  que  l'équation  de 

la  sphère  donne  jc*  "f-^^-f-  ?*  ==  ^>  nous  aurons 

■     ■'        ». 
*  •  '  *  ' 

5.. 


68  THÉORIE  ANALYTIQUE 

L'ëquation  de  la  sphère  difierénciée  deux  fois  y  domie 

xà^x  ^  yd^y  +  zd'z  _^  _^  d^jc^  +  tfy*  4- fl?»* 
rf^  ~  dt"^ 

L^cquatîon  précédente  donne   donc^    en   vertu  de 
lequation  {p) , 

r 

U  nous  reste  à  connaître  à  chaque  instant  la  situa- 
tion du  mobile  sur  la  surface  qu'il  parcourt.  Pour  y 
parvenir,  observons  qu'on  obtient  aisément  une  nou- 
velle intégrale  première  des  équations  (B)  ;  en  effet ,  si 
l'on  multiplie  la  première  par  j'y  la  seconde  par  x  y 
qu'on  les  retranche  l'une  de  l'autre ,  et  qu'on  intègre 
l'équation  résultante,  on  trouve 

ydx  —  xdyzsic.dty     (5)   . 

d  étant  une  constante  arbitraire. 

On  a  donc  entre  les  variables  Xyjy  z,  et  /,  les  troi*; 
équations  différentielles  du  premier  ordre  (i),  (2),  (5;; 
il  ne  s'agit  plus  par  conséquent  que  d'intégrer  ces 
équations  pour  déterminer  les  coordonnées  du  mobile 
en  fonction  du  temps.  La  première  a  pour  intégrale 
l'équation  de  la  sphère;  les  deux  autres^  il  est  vrai,  ne 
sont  pas  intégrales  sous  forme  finie ,  mais  on  parvient 
aisément  à  séparer  les  variables,  et  l'intégration  est 
k*amenée  aux  quadratures. 

En  effet  si ,  après  avoir  mis  l'équation  (i)  sous  cette 
forme  xdX'^jdj — :  zdzy  on^ielève  au  carré,  ainsi 
que  l'éqUation^S),  et  qu'on  les  ajoute  ensuite,  on  trouve 


« 
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Sul>stîtuoQs  pour  X*  +7"*  sa  valeur  t^  —  «',  et  pour 
—  ,     '■■  ,  sa  valeur  ag'z-f-^?— ^ ,  nous  aurons  une 
équation  entr^  z,dz,dl,  d où  il  est  aisé  de  coi:iclure  ^ 


dt 


»/(r*  —  «•).(2^  +  c)  — c'** 


Nous  donnons  au  second  membre  le  signe — ,  parce 
que  le  corps  étant  supposé  s'éloigner  de  la  verticale, 
z  diminue  quand  i  augmente. 

Cette  formule  donnera,  en  l'intégrant  par  approxi- 
mation ,  le  temps  i  en  fonction  de  z ,  et  réciproque- 
ment z  en  fonction  de  /• 

On  connaîtra  ainsi  à  chaque  instant  le  plan  horizon- 
tal dans  lequel  se  trouve  le  mobile  ;  il  suffira  donc , 
pour  assigner  sa  position  sur  la  sphère ,  d'avoir  un 
second  plan  sur  lequel  il  doive  se  rencontrer  dans  le 
même  instant. 

Pour  cela,  soit  cû  l'angle  que  forme  le  plan  vertical 
qui  passe  par  le  mobile  et  le  centre  de  la  sphère ,  avec 
le  plan  vertical  des  x  et  des  z  ;  on  aura 

• 

a:  =s  V^/^  — a'.cos«,    jr^si  y/r*  — z*.sinô), 

d'où  l'on  tire 

xdjr — jrdx  =?  (r* —  z').d(». 

L'équation  xdj'-^ydx  =  c\di  donnera  donc  ainsi 

,  c'.di 
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SI  l'on  3ubstituç  pour  dt  sa  valeur  précédente  en  z, 
et  qu'on  intègre  ensuite  par  approximation  l'équation 
résultante,  on  aura  l'angle  cû  eu  fonction  de  z.  On 
connaîtra  ainsi  pour  un  instant  quelconque  les>deux 
variables  z  et  œ ,  et  lai  position  du  mobile  sera  par 
conséquent  entièrement  déterminée. 

Au  lieu  de  supposer  que  le  point  se  meut  dans 
l'intérieur  d'une  surÇace  sphérîque ,  on  peut  imaginer 
qu*il  soit  suspendu  à  Textrémité  d'un  fil  inextensible 
dont  l'autre  extrémité  est  fixe,  et  dont  la  longueur  est 
égale  au  rayon  de  la  spbère  :  les  mouvemens  dans  les 
deux càsserontparfaitementles mêmes.  Le  fil  etlepoint 
qu'il  supporte  forment  alors  un  pendule  simple ,  et  l'on 
nomme  demi-oscillation  le  temps  que  met  le  mobile  à 
revei^ir  de  la  plus  petite  à  la  plus  grande  valeur  de  z. 
On  en  déterminera  la  durée  en  développant  en  sérîe  l'ex- 
pression de  dtyet  en  l'intégrant  ensuite  entre  ces  limites. 

Pour  y  parvenir,  reprenons  la  valeur  de  dt,  et 
supposons 

(/*— z*);(2g'z-f  c)  —  c**  =  (a— z).(«— *).(2g'z  +  k). 

t 

En  comparant  dans  les  deux  membres  les  coefficiens 
des  mêmes  puissances  de  z,  on  aura  pour  déterminer 
a,  b,  k,  ces- trois  équations  : 

1. ^g-jr^  +  a^) 

K,  — —  ;     7       , 

a  -^  o 
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!        Oa  peut  aux  arbitraires  ç  et  d  substituer  les  deux 
itioQ    I     nouvelles  arbitraires  a  et  b^  dout  la  première  répoud 
Q  à  la  plus  graade  ^  et  la  seconde  à  la  plus  petite  valeur 

de  z ,  puisqu'en  effet  la  suppositioa  dez=sii^etzc=& 
donne  dz  =:  o. 
Cela  posé,  faisons 

,  /a  —  % 

L'expression  de  dt  deviendra 


taux 
par 


en  faisant  pour  abréger         <«•  =s  (^^^)>^^_^,> 

Cette  expression  intégrée  depuis  z = a  jusqu'à  is  ;^3  ^, 
ou  depuis  or  =  o  jusqu'à  a:  =  i ,  donnera  le  temps 
que  le  pendule  emploi^  à  faire  une  demi-oscillation. 
Nommons  \  T  ce  temps ,  développons  en  série  la 

fonction  (i  —  a*x')- •  ce  qui  donne 

Multiplions  chacun  des  termes  de  ce  développement 

par  — ,  et  intégrons  ensuite  ;  nous  aurons 

y  \  — X* 

x[t+(i)-.  a-+(i^^)' ^*+^(i^^)'.«-H-...  etc.], 


ir  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité. 
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Si ,  lorsque  z^sih  y  on  suppose  nulle  la  vitesse  du 
mobile,  ce  qui  revient  à  prendre  le  commencetnent 
d'une  oscillation  pour  origine  du  mouvement,  on 
aura  c= — ^g^f  </î=o,  ce  qui  donne  û>  =  cons- 
tante; c'est-à-dire  que  le  mobile  oscille  alors  dans 
un  plan  vertical  :  les  équations  (o)  donnent  ensuite 

ûrzrr;  d'où  a^=  — > — .  L'ordonnée  z  divisée  par  r 

exprime  le  cosinus  d^  l'angle  que  forme  le  pendule 
avec  Taxe  des  z  ;  le  cosinus  de  son  plus  grand  écart 

de  la  verticale  sera  donc  -,  et  la  fraction  "^  expri- 
mera le  carré  du  sinus  de  la  moitié  de  cet  angle  ;  la 
durée  totale  de  l'oscillation  sera  alors 

T=,v^D+e)'-(^)+(^)x^ov 


+(mym+^-'] 


Si  le  pendule  s'écarte  peu  de  la  verticale,  — —  est 

une  très  petite  quantité  que  l'on  peut  négliger;  ou 
aura  donc,  dans  ce  cas, 


=  -/;■ 


g 

La  durée  des  petites  oscillations  est  par  conséquent 
indépendante  de  leur  amplitude  ;  ces  oscillations  sont 
donc  isochrones  ou  de  même  durée,  quelle  que  soit 
leur  étendue ,  et  cette  'durée  ne  dépend  que  de  U 
longueur  du  pendule  et  de  l'intensité  de  la  pesanteur. 

L'expression  précédente  de  T  donne  le  moyen  de^ 
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déterminer,  àTaide  du  pendule,  les  variations  de  la 
pesanteur  dans  les  divers  lieux  de  la  terre ,  d^une 
manière  beaucoup  plus  exacte  qu'on  ne  pourrait  le 
faire  par  des  expériences  directes  sur  la  chute  verticale 
des  corps.  En  effet,  en  l'élevant  au  carré,  on  en  tire 

gz=  —  ;  g  représentant  (n°  i5)  la  vitesse  que  la  pesan- 
teur imprime  aux  graves,  ou  le  double  de  l'espace 
qu'ils  parcourent  dans  la  première  seconde  de  leur 
chute.  Eu  faisant  donc  osciller  un  pendule  de  longueur 
donnée  r  pendant  un  intervalle  de  temps  connu,  on 
aura  la  valeur  de  T  en  divisant  ce  temps  par  le  nombre 
d'oscillations  du  pendule,  et  l'équation  précédente, 
dont  le  second  membre  sera  entièrement  déterminé, 
donnera  la  valeur  de  g  ou  de  l'intensité  de  la  pesan- 
teur. A  Paris,  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  me^ 
sure  avec  beaucoup  d'exactitude,  est  de  o"*,74i887î  on 
a  de  plus  ^*  =  9 . 8696 ,  ce  qui  donne  g  =  7^,522 1 4  J 
d'où  il  suit  que  la  pesanteur  y  fait  tomber  les  corps  de 
3"*,66i07  dans  la  première  seconde.  Des  expériences 
précises  ont  montré  que  celte  valeur  est  la  même, 
quelle  que  soit  la  substance  dont  est  formé  le  pendule 
que  l'on  fait  osciller  ;  il  en  faut  conclure  que  la  pesanteur 
agit  également  sur  tous  les  corps  de  la  nature  dans  un 
même  lieu  de  la  terre,  et  que,  par  conséquent,  sans 
la  résistance  de  l'air,  elle  leur  imprimerait  à  tous,  dans 
le  même  temps,  une  vitesse  égale.  Quant  aux  variations 
de  la  pesanteur  sur  les  différens  parallèles,  on  observe 
que  son  intensité  diminue  en  allant  du  pôle  à  l'équa-^ 
teur;  et  la  variation  totale  qu'elle  subit  entre  ces  deux 
point3  ç  élève  h  environ  77^  de  sa  valeur  moyenne, 
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1 8.  Nous  venons  de  voir  que  l'isochronisme  des  oscil- 
lations du  pendule  circulaire  n'a  lieu  qu'en  supposant 
leur  amplitude  très  petite;  il  est  curieux  de  déter- 
miner quelle  est  la  courbe  sur  laquelle  un  corps  pesant 
doit  se  mouvoir  pour  arriver  dans  le  même  temps  au 
point  le  plus  bas,  quel  que  soit  l'arc  qu'il  ait  décrit 
depuis  son  point  de  départ.  Pour  résoudre  cette  ques- 
tion, plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  point  le 
plus  bas  de  la  trajectoire;  nommons  ds  un  quelconque 
des  élémens  de  cette  courbe ,  et  désignons  toujours 
par  g  l'action  de  la  pesanteur.  La  force  accélératrice , 
le  long  de  l'arc  de  la  courbe ,  sera  la  pesanteur  décom-- 
posée  suivant  sa  tangente  ;  elle  sera  égale  y  par  consé- 

dz  ' 

quent,  à  g^-jr*  Cette  force  tend  à  diminuer  l'arc  s 

que  nous  supposons  compté,  ainsi  que  z,  du  point 
le  plus  bas  ;  on  aura  donc 

dt'  "~  '^  ^''ds' 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  ads,  et  qu'on  intègre,  o^  trouve  ' 

ds^ 
^^:=C^2gz; 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Soit  h  l'ordonnée  du  point  où  le  mouvement  com- 
mence, et  supposons  nulle  en  ce  point  la  vitesse  du 
mobile;  on  aura  cz=3  2gk,  et  l'équation  précédente, 
résolue  par  rapport  k  dt,  donnera,  en  observant  que 
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'il'. 


uti 


Jarc  s  diminue  quand  t  augmente. 


ou  bien ,  en  développant  le  radical  du  second  membre , 

j  I        ,  /        I     a   .1.3    *•  ,   1.3.5    z^    ,         \ 

Quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  cherchée,  s  e$t 
une  fonction  de  s,  et  Ton  peut  supposer  que  cette 
fonction  développée  et  différenciée  ensuite  ^  donne 

-J-  z=z  azf  +  hz^  +  etc. 
d%  ' 

En  substituant  pour  ds  sa  valent  dans  l'expression 
de  dty  on  aura 

,  a       z^    /       i    z  .  1.3  z*  .  1.3.5  «•'^  ,    ,  \  , 

V^g  A^  ^       2  /*     2.4  A      2.4.6  /i^  / 

b       a*'    /    .   1    z    .   1.3  «*    .   1.3.5  a\    ,    \    , 
V^a^  ;i5   \       2  /t      a. 4  h^      2.4.6  /i*  / 

—  etc. 

Si  Ton  intègre  cette  expression  depuis  s=/i  jusqu'à 
2  =  0,  on  aura  le  temps  que  le  mobile  emploie  à 
parvenir  au  point  le  plus  bas.  Ce  temps,  d'après  les 
conditions  du  problème ,  doit  être  indépendant  de  la 
hauteur  h  dont  le  corps  est  descendu,  ce  qui  exige 
que  l'on  ait  i-f"  i  =î^  et  que  tous  les  termes  de  la 
valeur  de  dt  soient  nuls,  à  l'exception  du  premier. 
Or,  il  est  évident  que  cette  condition  ne  peut  être 
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satisfaite  à  moins  de  supposer  6  ?=  o ,  etc.  ;  Féquatiba 
différentielle  de  la  courbe  tautochrone  devient  donc 
ainsi  ♦  3 

ds  =:  az'^^dz;  I 

d'oùTon  tire,  en  intégrant,  s  =  2az»,  équation  d'une 
cjcloïde  à  base  horizontale.  La  cycloïde  est  donc  la  .. 
seule  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Soit  r  le  double  du  diamètre  du  cercle  générateur' 
de  la  cycloïde ,  ce  qui  donne ,  d'après  les  propriétés 
connues  de  cette  courbe,  rs=:2a%  et  substituons  la 

valeur  de  ds  dans  l'expression  (/^)  de  dt  ;  nous  aurons 

dts=z  —  i  .  t/?  ,     .    ^.      ; 
d'où  l'on  tire ,  en  intégrant , 


1      ,  /r  /  2«  —  h\ 

-.y/^.arc.(cos=-5j-) 


g 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante ,  parce  que  nous 
supposons  que  Ton  compte  le  temps  t  de  l'origine  du 
mouvement,  ce  qui  donné  ^  =  0  quand  z=:h. 

Si  Ton  nomme  j.T  le  temps  que  le  mobile  emploie 
à  descendre  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  z  étant 
nui  en  ce  point,  on  aura 

T  =  \/r.arc.(cos  =  — 1)5=^.^-. 

Le  temps  de  la  chute  par  l'arc  de  cycloïde  est  donc 
égal  à  la  demi-oscillation  du  pendule,  dont  la  lon- 
gueur serait  r,  et  dont  l'écart  de  la  verticale  serait 
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rcs  petit.  C'est  ce  qui  doit  résulter  ea  effet  de  ce  quau 
point  le  plus  bas  l'arc  ds  de  la  cycloïde  se  confond 
avec. Tare  infiniment  petit  du  cercle  osculateur  dont 
le  diamètre  est  vertical  et  égal  à  sr. 

II  est  uD  autre  problème  du  même  genre  que  celui 
que  nous  venons  de  résoudre  ^  et  qui  a  long-temps 
exercé  la  curiosité  des  géomètres  du  dernier  siècle, 
c'est  de  déterminer  la  courbe  que  doit  suivre  un  corps 
pesant  pour  parvenir  d'un  point  donné  à  un  autre  dans 
le  temps  le  plus  court.  Us  ont  trouvé  que  cette  courbe , 
qu'on  a  nommée  brachjrstochrone  ^  ou  ligne  de  plus 
vile  descerUe,  était  une  cycloide  dont  l'origine  était 
au  point  le  plus  élevé. 

19.  Après  avoir  considéré  le  mouvement  d'un  point 
matériel  dans  les  trois  cas  qui  peuvent  se  présenter^ 
c'est-à-dire  lorsqu'il  est  libre ,  et  lorsqu'il  est  astreint 
à  demeurer  sur  une  courbe  ou  une  surface  donnée , 
nous  allons^  pour  terminer  ce  chapitre,  résoudre  une 
question  très  importante  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Nous  nous  proposerons  de  déterminer 
l'attraction  qu'une  couche  de  figure  sphérique  exerce 
sur  un  point  situé  dans  rintérieur  ou  à  l'extérieur  dé 
sa  surface  ^  en  supposant  cette  action  en  raison  inverse 
du  carré  dei^  distances. 

Soit  a  la  distance  du  centre  de  la  couche  au  point 
attiré  ;  si  l'on  joint  par  une  droite  ces  deux  points,  il 
est  évident  que  tout  étant  symétrique  autour  d'elle, 
l'action  totale  du  sphéroïde  sur  le  point  attiré  «era 
nécessairement  dirigée  suivant  cette  ligne.  Nommons 
dm  l'un  quelconque  des  élémens  du  sphéroïde,  et 


la 
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soit\f  sa  distance  au  point  attiré;  -y-  exprimera  raC- 

V-  ■    ■  .'•'■■  -^      •■.-.■"' 

tîon  que  Tçléinent  dm  exerce  sur  ce  point  suivant  la 

droite  y,  et  en  nommant  ^  l'angle  que  forment  entre 

elles  les  deux  droites  f  et  a,  -^.cosy  sera  la  com-  ^ 

posante  de  cette  action  parallèle  à  cette  dernière  droite.  \ 
Soit  donc  A  l'attraction  totale  que  le  sphéroïde  exerce  j 
sur  le  point  attiré^  on  aura 


Ardm    ^ 
=y  — .c)os>; 


le  signe  intégral  se  rapportant  à  l'élément  dm  et  j 
aux  quantités  qui  varient  avec  lui,  et. devant  être 
étendu  à  la  masse  entière  du  sphéroïde. 

Cela  posé,  soît  rie  rayon  mené  du  Xîentre  du  sphé- 
roïd<^  à  rélément  dm,  8  l'angle  que  forme  ce  rayon  | 
avec  la  droite  a,  et  c»  l'atigle  que  forme  le  plan  pas-  j 
sant  par  ces  deux  droites,  avec  un  plan  fixe  quel-  j 
conque  passant  par  la  droite  a.  L'élément  dm  peut 
être  considéré  coûime  un  petit  parallélépipède  réc*- 
tangulaire  dont  tes  troip  dimensions  sont  dr,  rdQ  et 
rsinèdi»  ;  en  supposant  donc,  pour  plus  de  simplicité, 
la  densité  du  sphéroïde  constante  >  et  égale  à  l'unité ,  on 
aura  dms^i^dr  d^  d€ù  sin  Qj  on  aura  ensuite >  en  con- 
sidérant le  triangle  formé  par  les  trois  droites  a,  f,  r, 


.»      ■      ■  ■      '  •   ' 


y**s=:4^  — torcosfif»+*/^?,        cos^=s=> -p 

•  •■.  •>,  I»-».. 

L^expression  précédente  de  A  deviendra  donc  ainsi 

■  *       • 

A  =^  fr*  drdc^  ^  sin  d.  ^  ^^J-j^^^-  . 
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^7  Pour  étendre  la  valeur  de  A  à  la  masse  entière  de 
la  couche,  il  faut  intégrer,  !*•  par  rapporta  r,  depuis 
la  valeur  de  ce  rayon  à  la  surface  intérieure,  jusqu'à 
sa  valeur  à  la  surface  extérieure;  2*.  par  rapport  à  où^ 
depuis  o)  =  o  jusqu'à  cù  égal  à  la  circonférence  ; 
3®.  enfin  relativement  à  6,  depuis  fl  =  o  jusqu'à 
0  égal  à  deux  angles  droits. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  l'expression  pré- 
cédente. En  effet,  si  l'on  différencie  par  rapport  à  a 
la  valeur  de  y,  on  a 


df        a  —  rcosâ 
da"^         f 

on  aura  donc 

I 

'  - 

d^ 

ou  bien ,  comme  les  variables  r,  o;  et  6  sont 
dahfes  àe  a,       • 

>           j    f^r*  dr  dit  d6  sm  6 
A  —             J              S 

indépen- 

d*oti  il  suit  c}u'on  a:ura  ^'actioin  entière  du  sphéroïde 
sur  le  poiiit  attiré,  en  différenciant,  par  rapport  ka^ 

l'intégrale  r — - — ^ — î^,  et  en  divisant  sa  diff^-^ 

rentielle  par  da. 

Faisons,  pour  abréger^ 

Y Çr"  dr  dtf  M  sîn  9 

V  —J  ^  . 

r 

Si  l'on  intègre  cette  formule  par  rapport  à  cù  ,  depuis 
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cûsszo  jusqu'à  €0  =3s  :k7r,  tt  étant  la  demi--circonfë-»    ^ 
rence  dont  le  rayon  est  l'unité  >  on  aura        ;  P 


^r                  /*r*  dr  de  sîn  9 
V  =.2^«  /  — ; ^ ^ 


e 


Four  intégrer  maintenant,  par  rapport  à  0,  remar- 
quons que  la  valeur  de  jf  différenciée  relativement 
à  cette  variable ,  donne 

rffl  sîn  6  t      Y  /. 

d'où  il  résulte,  par  conséquent, 


\=:^.frd,df. 


L'intégrale  relative  [à  6  doit  être  prise  depuis  0  =  o 
jusqu'à  9=^j  à  ces  deux  limites  on  a  f^z=:.{a''^r)* 
et  y* = («  +  r)*,  ce  qui  donne ,  en  remarquant  que/ 
doit  toujours  être  positif,  f^^^r-^^a  et  /=  «  -f-  ^> 
dans  le  cas  où  l'on  a  r>û,  c^est-à-dire  dans  le  cas 
où  le  point  attiré  est  placé  dans  l'intérieur  de  la  couche 
sphérique  ;  /*  ==  a  —  r  et  /*  =  <ï  +  r,  dans  le  cas  où 
l'on  a  r«<fl,  c*est-à-dire  aans  1q  xiaô  où  le  pain t 
attiré  est  extérieur  au  sphéroïde.  Ainsi ,  dans  le  ^pre- 
mier cas  on  aura  , 

V  =  fyrr.frdr, 
et  dans  le  second 

La  différentielle  de  V,  prise  par  rapport  à  «,  et 
divisée  par  cfe,  donnera,  comme  nous  ï'àvons  vu,  en 


f 
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changeant  son  signe  ^  rattraction  du  sphéroïde  sur  le 
point  attiré  ;  or,  la  première  des  formules  précédentes 
étant  indépendante  de  a ,  donne 

d'où  il  faut  conclure. çrtt'^/i  point  placé  dans  t inférieur 
{Tune  sphère  creuse  nen  éprouve  aucune  action^  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  qiiil  est  également  attiré  de 
toutes  parts^ 

La  seconde  des  mêmes  formules,  différenciée  par 
rapport  à  a,  donne 

Soient  /  et  /'  lés  rayons  des  surfaces  intérieures  et 
extérieures  du  corps  attirant  ;  en  intégrant  l'expres- 
sion précédente  depuis  /'=  /jusqu'à  r=r,  on  aura 

c^est  la  mesure  de  la  force  attractive  qui  agit  sur  un 
point  extérieur  au  s^éroïde,  suivant  la  droite  a. 
Mais ,  si  l'on  désigne  par  M  la  masse  de  la  couche 
sphérique  dont  l'épaisseur  est  /'  —  /,  M  sera  évidem- 
ment égal  à  la  différence  des  deux  sphères  dont  les 
rayons  sont  /  et  /';  on  aura  donc 


et  par  conséquent 


Tome  I. 


A  =  ??. 


a* 
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D'où  il  suit  que  VaUraeiian  qiCune  touche  sphériquer 
exerùe  8UF  un  point^xiérieur  £r$t  lamême  que  si  toute 
sa  masse  était  réunie 'à  son  eenti^e. 

Si  l'on  suppose  nul  le  rayon  /  de  la  surface  inté- 
rieure de  la  couche,  le  sphéroïde  se  changer^  en  une 
sphère  dont  le  rayon  est  /'  ;  l'attraction  qu'une  sphère 
homogène  exerce  sur  un  point  placé  à  sa  surface  ou 
au-delà ,  efit  donc  la  même  que  si  sa  masse  était  réunie 
à  son  centre. 

Ces  théorèmes  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où 
le  corps  attirant  serait  composé  de  couches  concen- 
triques d'une  densité  variable^  suirant  une  loi  quel* 
conque ,  du  centre  à  la  surface  ;  en  effet ,  ils  auraient 
lieu  pour  chacune  de  ces  couches^  et  seraient  vrais ^ 
par  conséquent,  pour  le  corps .  entier,. 


k9fi» 


■1^ 
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CHAPITRE  IV. 


Du  Moui>ement  ctun  système  de  corps. 

:20.  Jusqu'ici^  les  corps  dont  nous  avons  déterminé 
les  mouvemens  ont  été  regardés  comme  des  points 
matériels  >  et  nous  avons  vu  que  la  force  motrice  avait 
alors  pour  mesure  la  vitesse  qu'elle  produit  dans  un 
temps  donné,  divisée  par  ce  temps.  Mais,  lorsqu'on 
veut  comparer  entre  elles  des  forces  qui  agissent  sur 
des  corps  différens ,  il  n'est  plus  possible  de  faire  abs- 
traction de  leur  nature,  et  leurs  masses  doivent  entrer 
nécessairement  dans  l'évaluation  des  forces  qui  les 
sollicitent.  Considérons  en  effet  un  corps  que  nous 
supposerons  se  mouvoir  en  ligne  droite^  comme  un 
assemblage  de  points  matériels  qui  forment  lés  élé- 
mens  de  sa  masse  ;  tous  ces  points  seront  animés  de 
vitesses  égales  dirigées  suivant  des  droites  parallèles  ; 
les  forces  qui  les  produisent  seront  donc  aussi  égales 
et  parallèles,  entre  elles,  leur  somme  représentera  la 
force  totale  qui  agit  sur  le  mobile  ;  d'où  il«  suit  que 
cette  force  est  égale  à  la  masse  entière  du  corps, 
multipliée  par  la  force  qui  anime  chacun  de  ses  élé- 
mens.  Si  le  mobile  se  meut  uniformément,  la  vitesse 
de  chacun  de  ses  élémens  est  constante ,  et  peut  re- 
présenter la  force  qui  la  produit;  ainsi,  les  forces 

6.. 
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dont  TacHon  est  instantanée  ont  pour  lïiesure  le  pro- 
duit de  la  niasse  par  la  vitesse  du  corps  sur  lequel 
elles  agissent.  Ce  produit  est  ce  qu'on  nomme  la 
quantité  de  mouvement  du  corps  y  parce  que  c'est  en 
effet  la  somme  des  mouyemens  de  toutes  les  parties 
matérielles  qui  le  composent.  Si  le  mobile  se  meut 
d'un  mouvement  varié  quelconque,  la  force  accélé- 
ratrice qui  sollîcitef  chaque  élément  de  sa  masse  est 
représentée  par  la  dîflerentielle  de  la  vitesse,  divisée 
par  l'élément  du  temps;  les  forces  qui  agissent  d'une 
manière  continue  sur  un  corps  matériel,  ont  donc 
pour  mesure  le  produit  de  la  masse  du  mobile  par 
l'élément  de  la  vitesse  qir^elles  lui  impriment,  divisé 
par  l'élément  du  temps:.  Ce  produit  est  ce  qn'ort 
nomme  spécialement ^^/ve  motrice;  on  réserve  le 
Hom  àe  force  accélératrice  à  celle  qui  agit  sur  l'unité 
de  masse.  Cette  même  quantité  prend  le  nom  de  près-* 
5I072  quand  la  force  motrice  agît  sur  un  corps  qui  se 
trouve  arrêté  par  un. obstacle,  et  qu'elle  ne  produit 
qu'une  simple  tendance  au  mouvement. 

Lorsque  l'on  considère  dans  l'état  de  mouvement 
plusieurs  corps  liés  entre  eux  d'une  tnanière  quel- 
conque ,  on  voit  que  le  mouvement  de  chacun  d'eux 
dépend  à. la  fois  de  la  force  qui  le  sollicite,  et  Ae  la 
réaction  que  les  autres  corps  du  système  lui  font 
éprouver.  11  suit  de  là  qu'en  général  aucun  de  ces 
corps  ne  prend  le  mouvement  qu'il  aurait ,  s'il  était 
libre ,  en  vertu  de  l'impulsion  primitive  qu'il  a  reçue, 
et  des  forces  accélét'atrices  qui  l'animent.  Il  faut  donc 
connaître  les  variations  que  ce  mouvement  subit  par 
la  liaison  du  corps  au  système  dont  il  fait  partie,  pour 
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déterminer  le  mouvemeatréel  qui  doit  avoir  lieu.  Cette 
appréciation  délicate  a  long -temps  emban'assé  les 
géomètres,  et  ils  s'étaient  contentés  de  résoudre  cette 
difBciilté -dans  quelques  cas  particuliers,  par  des  con- 
sidérations trop  restreintes  pour  rien  apprendre  sur 
les  lois  générales  du  mouvemctit,  lorsque  d'Alembert 
établit  le  premier  un  principe  applicable  à  toute  espèce 
de  système ,  quel  que  soit  le  mode  de  liaison  des  parties 
qui  le  composent,  et  propre  à  rendre  facile  la  mise  en 
équation  de  tous  les  problèmes  relatifs  à  ses  mouve- 
mens«  Voici  l'énoncé  de  ce  principe. 

«  Si  Ton  imprime  aux  différens  corps  d'un  système 
des  mouvemens  qui  se  trouvent  modifiés  par  leur 
liaison  mutuelle,  il  est  clair  qu'on  pourra  regarder 
ces  mouvemens  comme  composés  de  ceux  que  les 
corps  prendront  réellement,  et  d'autres  mouvemens 
qui  sont  détruits;  d'où  il  suit  que  ces  derniers  doivent 
être  tels  que  les  corps  du  Système  animés  de  ces  seuls 
mouvemens  se  fassent  équilibre.  )> 

Ce  principe  a  également  lieu,  soit  que  le  mouve- 
ment soit  produit  par  des  forces  qui  agissent  instan- 
t^anément  sur  les  corps,  ou  par  des  forces  dont  l'action 
est  continue;  et  toutes  les  questions  de  mouvement 
peuvent  ainsi  être  réduites  à  de  simples  questions  d'é- 
quilibre. Cette  manière  de  ramener  les  lois  de  la 
Dynamique  à  celles  .de  la  Statique ,  imaginée  par 
d'Alembert,  est  extrêmement  ingénieuse;  mais  la 
difficulté  de  déterminer  les  forces  qui  doivent  être 
détruites ,  et  le;5  conditions  d'équilibre  entre  ces  forces, 
rendait  souvent  l'application  dç  son  principe  embar- 
rassante. Pour  éviter  cet  inconvénient,  les  géomètres  > 


86  THÉORIE  'ANALYTIQUE 

qui  se  sont  empressés  de  Fadopter^  Tout  modifié  d'une 

manière  heureuse  en  l'énonçant  ainsi  : 

« 

:  «  Si  Ton  impriïue  à  chaque  corps  d'un  système  un 
mouvement  égal^  inais  dirigé  en  sens  contraire  de 
celui  qu'il  doit  prendre ^  le  système  entier  sera  réduit 
au  repos  ;  par  conséquent  il  faut  que  ces  mouyemens 
détruisent  ceux  que  les  corps,  avaient  recus^  et  qu^ils 
auraient  suivis  sana  leur  liaison  mt^luelle.  Ainsi ,  il  doit 
y  avoir  équilibre  entre  ces  dijQerens  mouvemens^  ou 
entre  les  foixes  qui  peuveût  les  produire.  » 

Ce  second  énoncé  du  même  principe  a  l'avantage 
d'éviter  les  décompositions,  de  mouyementque  le  pre- 
mier exigeait,  et  d'établir  immédiatement  réquililn^e 
entre  les  forces  qui  agissent  sur  le  système ,  et  qui 
sont  les  données  du  problème ,  et  les  mouyemens  en- 
gendrés qui  ea  sont  les  inconnues.  Nous  avons  donné, 
dans  le  chapitre  deuxième,  les  conditions  d'équilibre 
d'un  nonibre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un 
système  de  forme  arbitraire }  il  suffira  donc  d'y  intro- 
duire les  forces  qin  apiment  le  système ,  et  les  mou- 
yemens qui  en  résultent ^  pris  dans  des  directions  con- 
traires, pour  fonuer  les  équaticms  de  son  mouveinent. 
Ces  équations,  jointes  ai\x  conditions  dépendantes  de 
la  nature  du  système,  fourniroùt  toutes  les  données  né» 
cessaireâ  à  la  déterminatiqn  du  mouvement  de  chaque 
corps,  et  il  ne  r^estera  qu'à  intégrer  ces  équations,  ce 
qui  n'est  plus  qu'une  simple  question  d'analyse. 

21.  Ces  notions  admises,  considérons  un  système 
de  corps  réagissant  d'une  manière  arbitraire  les  uns 
sur  les  autres,  et  sollicité^ par  des  forces  accélératrices 
quelconques. 
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Soient  rtîy  m\  ni'.,  etc.^  les  masses  des  differens 
corps  du  système  ;x,^,  Zp  x'pjfff.  z[p  etc^,  les  coor- 
données rectangalaires  -qui  déterminent  leur  posilicHi 
respective;  soient  X,  Y,  Z,  les  trois  forces  accélé- 
ratrices qui  agissent  sur  l'unité  de  la  maiteie  m,  paral- 
lèlement aux  axes  de  ses  coordonnées  ;  mX,  itiY^  mZ^ 
seront  ksibrcesc^ui^sotiiciteat  le  corps*  1»  4ans  la 
même  direction.  &>ieiit  nfS^%  -mT,  niTÀj  les  fix^ees 
qui  sc^lidtettl  711^  parallèlement  am  mêmes  axes ,  et. 
ainsi  desuite  ;  désigaonsrpar/  le  temps  dont  nous  sup- 
poserons Télément  dt  constant.  Les  vitesses  qui  animent 
le  corjps  m,  à  la  fin: d'mf  instant  quelconque,  seront 

représentées  par  -j- ,  —,  -j-';  lès  forces  qui'  le  soIK- 

• .  •  •  •   -  •.  :       .  t  .  I  .     , 

ckent,  suivant  les  axes  des  >r^  ^^J^  ^^  ^.^f.,^^^^: 

donc  ^^9  ni  -^p  ^^f  ^  ^^^  fowfésj  e»  veatude 

Faction  des  forces  accélératrices^  deviendroiif,  dans 
l'instant  suivant , 

/w.^+wîX.Î/f,    m»'4:'^TnS.  .dtf     m.-r-'^itJ^^dt. 

Mais  les  accroîssemens  véritables  que  prend  |)araUè- 
lement  aux  axes  coordonnés  la  vitesse  du  corps  m , 
à  cause  de  Sa  liaison  avec  lès  autres  parties  d^  système, 

et  qu'il  S'agit  de  déterminer^  sont  -^ ,  -^ ,  -^  î  les 

forces  motrices  efiectives  qui  sollicitent  le  corps  m ,  à 
la  fin  de  lllistant  di,  sont  donie 

"''Tt'^'"^-dr'   '"•A+'«-A'   '"•5r+'"-5r- 
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En  supposant  donc  les  trois  premières  forcés  appU- 
q'uées  aU' corps  m,  en  sen$  contraire  de  leur  direction^ 
lê^  ft>rë<3s  mcÂi^ices  qui  agissent  sur  ce  corps  seront 


»  • 


m,(^^Xéc),.  ^.(^^Y^)r   ^'.(S-^^y  (A) 

en  marquant  successivem^Ql  d'tui  Sicomtf  de  deux 
acceng/ek,^  les  lettre;  m:f^:»;;jr^\z^_^j:\^^  Z,  on 
aura  •  les  expressions  des  tptcè^  sepiblablea  qui  prpr* , 
viennent  des  Variations  du- xyipQt^jaf^t  4o  chacuà 
des  corps  W,  wi">  elc»  .' 

Or,  ea  vertu  du  principe  de  d'Atombert,  le  système 
entier  ctst  en  équilibre  sôus  l'action  de  toutes  ces 
forces  réunies;  il  suffit  donc,  pour  exprimer  cette 
condition,  de  substituer  leurs  valeurs  dans  les  six 
équations  générales  du  n?  7.  '  En  remplaçant  ainsi 
respectivement  par  les  forces  (A)  les  trois  composantes 
Pcosfl,  Pcôsî,  Pcosc/on  aura 


m 


J   .  '! 


Telles  sont  les  équations  ida  n^ouvement  d'iln  .sysr- 
tème  quelconque  de  corps  m,  m%  m'\  etc.,  qui  ne 
contient  aucun  point  fixe.  Si  quelqu'un  de.  ces  corps 
était  astreint  à  se  mouvoir  sur  une  surface  ou  une 
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<^  I  (ïourbe  donnée^  en.  comprenant  pan^^iî  les  îfjvces  qui 
lui  sont  appliquées  la  îrësistance  qu'il  ëprotiye  de  la, 
part  de  cette  «urface  ou  de  cette  courbe,  on  pourrait 
le  regarder  ensuite  comme  entièrement  libre»  et  leg 
équations  précédentes  seraient  encore^  dans  ce  casy 
celles  du  mouvement  du  sy$tème, 

»  •  ■  <     .  • 

23.  Les  six  équations  (B)  renferment  plusieurs  prin- 
cipes généraux  de  mouvemeiit  que  nous  allons  suc- 
cessivement développer.  Faisons  d'abord  abstraction 
des  trois  dernières. 

Si  l'on  désigne  par  x,  y,  z,  les  trois  coordonnées ^u, 
centre  de  gravité  du  sjstèn^e  de  corps  m^m!^  rri^  ètc.| 
on  aura,  U**  8, 

d  OÙ  l'on  tire,  en  différenciant  dçux  fois  par  rapport  à  t. 


r 


-       d*x  .       dy  d^z 

d'x  di*  d^Y  dV"  d'^  dt^ 


dt*  S.77i     '        dù^  2./71     '       dt*  X.m     * 

On  aura  donc,  en  vertu  des  trois  première^  équa-r 
tions  (B), 

IF  2  m   '       '^  2. m    '       ST»  2.//*  '       ^-^ 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  du  système  so 
meut  dans  l'espace  comme  si  toutea  les  ma^s  m, 
m',  w!\  etc. ,  y  étaient  réunies ,  et  comme  ^i  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  ces  corps  lui  étaient  directe-» 
nient  appliquées. 
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Si  raction  mutuelle  des  différens  corps  du'syslèine 
est  la  seule  force  accélératrice  qui  agit  sot  ces  corps ,  les 
trois  quantités  X.mX^  Z.7?iY^  X,mZ,  seront  nulles. 
Il  suffit^  pour  s'en  convaincre ,  de  considérer  que, 
dans  la  nature,  l'action  devant  toujours  être  égale  à 
la  réaction,  la  somme  des  actions  et  des  réactions 
qu'un  nombre  quelconque  de  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres  Èe  réduit  nécessairement  à  zéro.  Eu 
effet,  désignons  par  t  Faction  qu'exerce  un  élément 
dé  ia  massé*  ffi  sur  un  élément  quelconque  de  m!: 
quelle  que  soit  la  nature  de  cette  action ,  mlP  sera 
la  force  accélératrice  dont  rn  esf  animé  par  l'action  de 
m'  ;  en  nommant  donc  p  la  distance  mutuelle  de  ces 
deux  çorps^  on  aura ,  en  vertu  de  cette  action  seule, 

^^m'P.ji^'^x)       ^^m%{y—y)      ^^m'I^.jz'-z) 
P  '  P  '  P  ' 

L'action  de  m  sur  m'  donnerait  de  même 

P  '  P  '        "^  P  ' 

d'où  Ton  conclura  ' 

/wX+m'X'=o ,     mY+m'Tz^o,    mZ+m'Z'=  o. 

• 

On  trouverait  des  équations  semblables  en  considérant 
les  actions  rédproques  de  m  et  m",  de  m' et  m",  etc. 
Si  le  système  n'est  sollicité  par  auctme  force  étran-* 
gère ,  on  aura  donc 

2.mX  =  o,     2./7^Y  =  o,     2r/wZ'=:o» 
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Les  équations  (C)  deviennent^  dans  ce  Cas, 

d'x  d'Y  cfz 

^  =  ^'     5F  =  ^'     5r-=^' 

d'où  Von  tire,  en  intégrant, 

/2,  A,  a',  ô',  a",  i'',  étant  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration. 

Si  l'on  élimine  le  temps  t  entre  ces  équations ,  il 
en  résultera  une  équation  linéaire ,  soit  entre  x  et  y^ 
soit  eutre  x  et  z,  soit  entre  y  et  z  ;  d'où  il  suit  que 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  se  fait  en  ligne 
droite ,  et  la  vitesse  dont  ce  point  est  animé  e$t  égale  à 

—  ^  ^»'  "^  ^"^  Q^  ^  V^^'+  ^'*+  ^''*-  Cette  vitesse 
est  donc  constante ,  et  le  mouvement  est  à  la  fois 
rectilîgne  et  uniforme. 

Ainsi  donc,  de  même  que  par  la  loi  d'inertie  un 
point  matériel  ne  peut ,  sans  l'intervention  d'une  cause 
étrangère,  changer  le  mouvement  qu'il  a  reçu>  de 
même  un  système  de  corps  ne  saurait  altérer  le  mou- 
vement de  son  centre  de  gravité ,  par  la  seule  action 
de  ses  parties  les  unes  sur  les  autres.  Ce  résultat  re-» 
marquable  constitue  une  loi  générale  du  mouvement 
que  l'on  a  nommée  principe  de  la  conservation  du 
centre  de  grai^ité, 

25.  Considérons  maintenant  les  trois  dernières 
équations  (B). 

Si  l'on  multiplie  par  dt,  et  qu'on  intègre  ensuite 
par  rapport  au  temps  t  ces  équations,  on  trouve 


v/ 
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2.m.^^^^^:-^=c'  +  2./.  m.(zX—a:Z).dt,  )(D) 

c^  c',  c",  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Lorsque  le  système  n'est  soumis  qu'à  Fatt^action 
mutueHe  des  corps  qui  le  composent^  et  à  une  force 
dirigée  vers  l'origine  des  coordonnées ,  les  seconds 
membres  des  équations  précédantes  sont  nuls.  Pour 
le  faire  voir,  désignons,  comme  précédemm^eiit,  par  P 
Faction  réciproque  de  deux  élémens  des  masses  m  et 
/w',  et  par  p  leur  distance  mutuelle ,  on  aura,  en  vertu 
de  cette  action  seule , 

X.m.{xY  —  yX)  =  —  mmf.  P  . 

s^f^  y~y'     ..^~^'  i  ^*y—y '  iizf\—^ 

XiJp.— — -  — y.- -r-jp .  '  j"  ■  V  ~  y  «  1=  o. 

\      P  P  P  P  y 

L^ction  mutuelle  des  corps  du  système  disparait  donc 
de  l'intégrale  finie  2. m. (arY-t—^X). 

Nommons  F  la  force  qui  sollicite  m  vers  J'origine 

des  coordonnées,  et  y=  y/o: • -f*^*  +  js*  la  distance 
de  ce  corps  à  cette  origine  ;  on  aura ,  relativemeut  à 
ïa  force  F, 

r  f  f 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  expressions  xX — ^/X, 
i^X — a:Z,  ^Z  — sY,  la  force  F  eu  disparaît  évidem- 
ment; il  en  serait  de  même  des  forces  F',  F">  çlc,, 
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relatives  à  m\  rfff  etc.  Ainsi  donc  lorsque  les  diiTerens 
corps  du  système  ne  sont  sollicités  que  par  leur 
attraction  réciproque  et  par  des  forces  dirigées  vers 
rorigine  des  coordonnées^  on  a 

2./7j.(a:Y  —  7X)  =  o,     2./7z.(zX  —  xZ)  =  o. 
Les  équations  (D)  deviennent  donc,  dans  ce  cas. 


2,m{xdy  —  ydx)r  =  c.dl,       1 . m ,  {zàx ~^ xdx) r= 

X,m.(yciz 


^x(tx)  =  c\dty  h 
—zdy)=ic\dt.  y   ^ 


La  diflFérenlîelle  xdf'^-^ydx  i^présente  le  double 
de  l'aire  décrite  autour  de  l'origine  des  coordonnées 
pendant  l'instant^/  par  la  projection  du  rayon  vecteur 
de  m  sur  le  plan  des  x  et  des  /  ;  les  diflerentielles 
zdx — xdz  et  jrdz  —  zdy  sont  le  double  des  aires 
décrites  pendant  le  même  instant  par  les  projections 
de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  des  xz  et  desjz.  Les 
premiers  membres  des  équations  précédentes  repré- 
sentent donc  la  somme  des  aires  tracées  par  les  pro- 
jections des  rayons  vecteurs  des  diiférens  corps  du 
système  sur  chacun  des  plans  coordonnés,  multipliées 
respectivement  par  les  masses  de  ces  corps  ;  cette 
somme  est  par  conséquent  proportionnelle  à  l'élément 
du  temps,  et  dans  un  temps  fini,  elle  est  proportion- 
nelle au  temps.  Ce  théorème  constitue  la  loi  générale 
du  mouvement  qu'on  a  nommée  principe  de  la  con-' 
servation  des  aires» 

Lorsque  la  seule  force  qui  agit  sur  le  système  est 
l'attraction  mutuelle  des  corps  qui  le  composent ,  et 
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que  par  conséquent,  la  force  F  est  nulle ,  on  peut 
choisir  arbitrairement  l'origine  des  coordonnées ,  et 
le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  a  lieu  pour 
tous  les  points  de  l'espace.  Dans  les  deux  cas,  le 
principe  des  aires  subsiste  pour  tous  les  plans  que  Ton 
peut  mener  par  le  point  que  Ton  a  pris  pour  l'origine 
des  coordonnées. 

Les  aires  décrites  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  de  /w,  /w',  ni^  etc.,  sur  chacun  des  plans 
coordonnés,  sont  évidemment  les  projections  sur  ces 
plans  des  aires  décrites  dans  l'espace  par  ces  mêmes 
rayons.  Ces  projections  changent  de  valeur  selon  la 
direction  des  plans  coordonnés  ;  et  comme  nous  venons 
de  voir  qu'on  pouvait  choisir  ces  plans  à  volonté ,  il 
y  en  a  nécessairement  un  pour  lequel  la  somme  de 
ces  projections,  multipliées  respectivement  par  les 
masses  m,  ni  y  ni  ^  etc. ,  est  un  maximum*  Froposons* 
nous  de  déterminer  ce  plan. 

Soient  /,  /',  /",  les  angles  qu'il  forme  respective- 
ment avec  les  trois  plans  coordonnés  ;  désignons  par 
L  la  somme  des  aires  tracées  sur  ce  plan  par  les  pro^ 
jections  des  rayons  vecteurs  des  difTérens  corps  du 
système ,  et  multipliées  respectivement  par  leurs 
masses,  somme  que  nous  supposons  être  la  plus 
grande  possible.  On  aura,  par  les  propriétés  connues 
des  projections, 

^.m.{xdj  — jdjc)  =  L  cos  /, 
^.m.{^zdx  —  xdz)  =  Lcos/', 
:E.m.{fdz  —  zdj")  =  LcosZ". 

En  substituant  aux  premiers  membres  de  ces  équations 
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leurs  valeurs  cdty  cdty  d^dtj  on  aura  trois  nouvelles 
équations ,  d'où  l'on  tirera  d  abord 

L*  =  c*  +  c'*  +  c"% 
et  ensuite 


l/c»  +  C*  +  ^"^  Vo""  +  c'*  +  c"* 


COS  V  = 


C 


// 


is) 


^/c»+c'^  +  c"* 


Les  angles  /,  /',  ï\  sont  donc  constans  par  rapport 
au  temps  /,  et  le  plan  principal  de  projection  reste 
toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  quels  que  soient  les  changement 
survenus  dans  les  positions  respectives  des  corps  du 
système.  C'est  à  cause  de  cette  propriété  remarquable 
que  ce  plan  a  été  nommé  plan  invariable.  La  décou- 
verte de  ce  plan,  que  Ton  doit  à  La  place  ^  peut  être 
de  la  plus  grande  utilité  dans  la  théorie  du  système 
du  monde ,  parce  qu'il  sera  facile  de  retrouver  dans 
tous  les  siècles  sa  position,  et  qu'on  aura  ainsi  un 
plan  stable  auquel  on  pourra  rappoiter  celle  des  corps 
célestes. 

Il  est  aisé  de  fixera  chaque  instant  la  position  du 
plan  principal  de  projection,  lorsqu'on  connaît,  pour 
cet  instant,  les  coordonnées  de  tous  les  corps  du  sys- 
tème, et  les  vitesses  dont  ils  sont  animés,  suivant  les 

axes  de  ces  coordonnées.  En  effet,  soient  ^r.^  y  ^  z,.les 

coordonnées  de  m  dans  un  instant  donné:  -j-y  -r-  *  -r  > 
les  composantes  de  la  vitesse  dont  ce  corps  est  animé  ^ 
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dans  le  même  instant;  x^  fy  2,   —,   ^,  —  y 

les  coordonnées  et  les  vitesses  correspondantes  de  vfii 
et  ainsi  de  suite;  on  ûura,  pour  les  valeurs  des  trois 


constantes  c,  c',  d'y 


/  •    d'y        •   dx\  f       ^        /*  (ix        '  dz\ 

Si  Ton  prend  le  plan  invariable  déterminé  par  les 
équations  {g),  pour  Tun  des  plans  coordonnés,, pour 
celui  des  x  et  des  j*,  par  exemple,  les  angles  V  et  f 
seront  chacun  de  loo*;  on  aura  donc  alors  cosZ'=o, 
cosrz=zOy  ce  qui  exige  que  c'  et  c"  soient  nuls.  Les 
deux  quantités  ^c'y  {d\  multipliées  par  le  temps  ty 
représentent  les  sommes  des  aires  tracées  par  les  pro^ 
jections  des  rayons  vecteurs  des  différens  corps  du 
système  sur  les  plans  des  xz  et  des ^2,  et  multipliée^ 
respectivement  par  leurs  masses.  Le  plan  invariable 
jouit  donc  encore  de  cette  propriété  singulière ,  savoir  : 
que  cette  somme  est  nulle  par  rapport  à  tout  plan  qui 
lui  est  perpendiculaire,  puisque  la  direction  des  axes 
des  X  et  des  j  est  arbitraire.  Il  est  donc  naturel  de 
choisir  ce  plan  pour  Tun  des  plans  des  coordonnées^  I 
de  même  qu'on  rapporte  ordinairement  leur  origine  '|i 
au  centre  de  gravité  du  système,  l'égalité  à  zéro  des 
deux  constantes  d  et  c"  devant  rendre  en  effet  les 
équations  dans  lesquelles  entrent  ces  constantes  beau- 
coup plus  faciles  à  traiter.  Nous  en  verrons  bientôt 
des  exemples. 
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!i4»  I^  prmcipes  de  h  fionservAtioD  dcfr  aiiiQg^xlu 
iQOuvçinei^  du  centre  4«  gcavité  deriv^Qt.  naturieUe* 
meQjt  des . éqiciations  (B),  dont  ik  ne  sont,  .pour  ainsi 
aire,  q^'iH[ie  ,^imidi9. traduction  ;  mais  il  exista  ilne 
autre  loi  générale  de  moxiYement  ^  j^Qraméfi  priacif^ 
de  la  conservation  des  forces  vives,  qui^  n'étant  plus 
çompnae  dans  ces.équatiqn^,  exige  qae>.pôuir  k  dé>- 
montrer^  on  considère  sous  un  nouveau  point  de  vue 
le  mouvement  d^un  sjf^stjeaie'de  corps«  .. 

A  cet  efiFet,  nous  remarquerons  que  si,  aux  forces 
qui  sollicitent  l'un  quefcôbqtié  des -c6f|Mf  qtli  le  com;- 
|)Osënt,  on  ajoute  les'réactiôïis  quH  éprcmye  de  la 
part  dès  autres  parties  du  système,  cohsfdérées  comme 
deis  forces  qui  agissent  isùf  lui ,  on  pourra  Êilre  ensuite 
abstraction  du  reste  du  système,  et  les  moufemem; 
de  ce  corps  seront  déterminés  par  les  éqiutibons  que 
nous  avons  trouvées  pour  les  mouvemens  d  un.  point 
matériel  libre. 

Soient  donc  mX,  itiY,  itiZ,-  les  composées:  d^fs 
.forces  qui  agissent  sur  rà,  ces  forcer  étant  estimées 
comme:  nous  venonsrde  le  dire  ;  soieht^è  même  m-X', 
m!\'y  m'Z'y  les  forces  qui  agissent  sur  m',  etrflînsi  de 
suite.  On  aura,  pour  déterminer  le^.moiivfeaensdes 
corps 7»,  rk'y  ni\  etc.,. le  système  d'équatioiis  difie^ 
réntielles  suivant:  /  m:;.à>.  .. 

•  rf-i  _  d'y  '■  ip-z     ■'•■'■    -'■ 

cfr  dt'  rf/* 

•'  "      -  ■  ■       •  ».  .    ■  •>.■,'»•,  '       .     '  *■      •    ,  .       '  .  .  I  •  I    • 

etc. 

.    '         •  II-  ■  ...■*, 

Tome  I.  n 


^  llKlaRIE  AtfAËYTÏQtJE 

MMrtMMMV'ai  Fôb/fMdtij^e  réjfittîoii  en  x  psiv 
iiÛKf/  ÏSéqliilâda  èh  jr  ipstt  %tfy^  l'ë^tion  en  z  pat 
sisby  }Mlidl}'ëqtiiLtkm  eii  a/  ^  ^i^^  et  aûisî  de  siiite  ^ 
qu^n  ajélité  tnaistiife  '  les  ^éqnàtknis  r^ltahtes^  et 
qpa'é^  ibf ègre  leur  somnl^^  oh  aura 


I  / 


c  étant  une  comlaMe  àrbitraiire. 

■ .     ■  ■  t  «      t  ,      ■     • 

Si  ia  quantité  "l^m.ÇkAsi^k^^âj^^  la  dif- 
férentielle exacte  d'tine  fonction  des  coordonnées  Xj 
jf.Zpx'j^y.f^fsl^  etc.,  qne  nous  désignerons  par  <p(^, 
X%^\^'fj'è  ^!f  ^^•)f  ^^  second  membire  de  l'équation 
précédente  slntégrera  immédiatement;  et  en  noqi- 
m^nt  F  la  vitesse  du  corps  m ,  on  aui^ 

2 .  rh^  ==  (C  +  2^  (a: ,  /,  z ,  x',  y,  z',  etc.).      (^7) 

Cette  ^sqîiation.  est  semblable  à  celle  qne  nous  a'tons 
troayée  ti^iS^  en  considér^ivit  le 'motrvement  d\in 
point  matériel  isolée  elle  conduit  à  des  résultats 
anaklgués. 

'  •  On  appelle  ybrce  vwe  d'uni  corps  le  produit  de  sa 
maMe  pav  le  carré  de  9a  vitesse,  fl  résulte  de  Téquation 
précédente  que  si  le  système  que  Ton  considère  n'eut 
sollicité  par  l'action  d'aucune  force  accélératrice  >  ta 
somme  des  forces  vives  des  oprps  qui  te  composent. 
Ou  la  force  vive  totale  du  système  est  constante,  et 
que ,  s'il  est  sollicité  par  des  forces  quelconques,  Fac- 
croissement  de  la  force  vive  du  système,  en  passant 
d'un  point  i  un  autre  ,  est  indépendant  des  courbes 
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décrites  jlair  ces  cBfierena  corps;  éoelL  MiQCt$meajtent  est 
nul ,  et  la  force  vive  tptale  redevient  la  méiné  toutes 
les  fois  que  te  système  reprend  la  inêtbe  po^on.  Ce 
théorème  o^nstitue  la  loi  de  mouvement  qu'on  a 
nonlméè  principe  de  la  coriseivatibn  des  forces  vitres. 
|L'éqttation  (^),  d'où  l'on  déduit  le  principe  que 
nous  venons   d'établir ,.  suppose  que  la    fonction 

2./72.(X£i!r + Y^*-r  ^^^)  ^^^  une  différentielle  exacte. 
Cette  condition  est  remplie,  ainsi  que  nous  ra.vons 
fait  voir  n""  1 5  ^  lorsqtie  les  composantes  X^  Y,  Z^  etc., 
proviennent  de  forces  attractives  dirigées  vers  des 
centres  fixes  ^  et  représentées  en  intîènsite  par  dès 
fonction^  de  leurs  distances  à  ces  centres.  ÉUe  Iç  serait 
encore  si  ces  compostantes  résultaient  de  Tattraction 
mutuelle  des  dîfférens  corps  du  système^  cettie  attrac- 
tion étant  supposée  s'exercer  proportionnellement 
aux  masses,  et  suivant  une  jfouction  quefconqnç^de  la 
distance*. 

Ppur  le  faire  voir,  soil^  la;  distance  des  deux  corps 
m  et  m!  du  système ,  en  soiie  qu'on  ait 

p-^(x'—xy+{f^jrY^^(z'^zy. 

Soit  P,  une  fonction  donnée  de  p ,  représentant 
l'action  réciproque  de  deiUxélémens  des  masses  m  et  m', 
cette  force  étant  dirigéje  suivant  la  droite  qui  joint  ces 
points ;./»^F  sera  la  force  accélératrice  de  m  provenant 
de  Faction  /w';  mP,  la  force  accélératrice  de  m!  prove- 
nant dé  Faction  m.  La  première  donneka  suivant  les 
axes  des  x,  des  jr  et  deë  z  les  trois  composantes 

^^^'di'      '^'^^'dy'      ~/lllf,-g. 

7- 
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La  seecm^  168  trois  €Qmpo8a&U8 


„    .^ 


,^.  4. 


En  nç  Gonsidérant  donc  que  laction  mutuelle  de  m 
et  m^^  on  aura 

quantité  quî  est  une  différentielle  complète ,  puisque 
P  est  fonction  êk  p.        '    \ 

Ainsi  réquation  (^)y  et' le  principe  des  forces  yives 
que  nous  en  ayons  déduit,  ont  Hcù  dans  le  mbtiye<^ 
ment  de  fout  système  de  corps  souiAis  a  leurs  actions 
mutuelles  et  à  des.  attractions  dirigées  yèrs  des  centres 
fixes,  ce  quî  comprend  à  peu  près  toutes  les  forces 
de  la  nature. 

25^  H  nous  teste  à  démontrer  une  derrière  loi  géné- 
rale qui  s'obserye  dans  le  mouvement  d'un  système  de 
corps ,  et  qu'on  a  nommée  prindipe  de  la  moindre 
action.  Pour  cela ,  reprenons  Téquaticm  (p)  ;  en  la  dif- 
férenciant par  rapport  à  la  caractéijistique  J",  on  aura 

Mais  si  après  avoir  multiplié  lés  Â|ttations  (»i)>  la 
pretnièrè  par  J\r,  la  seconde  par  jy,  la  trôilsièifie 
par  /z/et  afttsi  de  shite,  on  les  ajoute^  en  trouve 

Partant , 
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Soient^if  réléroentde  la«onrbe  décrite  par  m,  ds' 
rélement-dè  la  coarbe  décrite  par  m%  etc.,  on  aura 

»iù  ss  ds,     ds  =s  Vdx*  4-  dr^  4.  d»*, 

.-  ...     ;  •...■..•  ' 

v'dtamds',      ds'=a  \/daf'  -h  dy*  -#*•  €^t 
etc. 

Par  conséquent 

Mais  en  difEerendant-  T^xpressioa  de  ds^  on  a 

'  •    .  ■  t  '.■..■. 

I      • .  .  *     I  -  ».    •  .         . 

Et  ecMxinie  J|e$  car^cti^ri&âques .  «T  et  d  w^fat  indép^nn 
dantes •    . 


A  ■  ■   A  ■ 

.1     ..^ 


SviHf  :  rfdV  !s±  2 . m.— =-- —     d  ' — ^l 


,^ 


AjQaton%lesd(nix  éqiiatitinas  (a)  et  (i),  .«uxemior- 
quant  que 

on  aiira      ■ 

-  ■  •  ■       '  •     • 

et  en  intégrant^  ce  qui  revient  à  supprimer  la  carac- 
teVistique  </  devant  la  parenthèse. 
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Les  poipis  extrêmes  des  courbes  décrites  par  les  corps 
du  sys&ine  étant  supposés  fixes  ^  \^  valeurs  de  Sx$ 
Jjr,  J^  {^ tfy  taffottimtf  sofai  égales  à  zéro;  en  a 
donc  alors 

l,.^,fmvd$  =  o; 


•  ( 


c'est*-à-dire  que  la  fonction  S  •  fm  •  vds  ou  Z .  fm .  i^dt 
est  un  minimum  f  ce  qui  constitue  le  priddpe  de  la 
moindre  action  dans  le  mouvement  dVn  s^stèine  de 
corps.  Ce  prnidpe ,  qû'iDti  avait  lorij^-tênJps^dieFclié  à 
déduire  de  considérations  métaphysiques ,  résulte  di- 
rectement ^  comlmè  bif  "vpit ,  deH  equàlions  çKfféren-* 
tielles  du  mouvement,  et  Ton  .peut  Ténoncer  ainsi  :  la 
Édimmé  des  fSiFcè^  vives  iPHn  systèin'ë  âe  corps  /pendant 
le  temps  qu'il  emploie  à  passer  d'une  position  ï  une 
autre,  est  im  minimm^  Si  les  corps^  ne  sont  «ouatés 
ft^  aucune  force  accélératrice ,  la  force  vive  du  sy s-^ 
tème,  pendant  un  teknpsdétenriiné',  est  prbpôffionnelle 
à  ce  temps;  le  système  parvient  donc  alors,  d'une  posi* 
ticm  donnée  k  ùnê  autre  >  4an#  lé  teAip»  le  plurimirt; 

36.  Nous  avons,  jusqu'ici ,  regardé  comnie  fixe  l'ori- 
gine lies  coordonnées  auxquelles  nous  rapportions  la 
position  des  corps  du  système,  dont  nous  considé-^ 
rions  les  mouvemens;  mais  il  est  aisé  de  démontrer 
que  le  principe  de  la  conservation  des  aites ,  celui  de 
la  conservation  des  forces  vives,  et  celui  de  la  moindre 
action ,  aurai  eut  encore  lieu  en  supposant  k  cette  ori-^^ 
gine  un  mouvement  réctlligné  et  tmîformé  dans  Tesi-^ 
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pace«.£ii^ffety  soient  x,  y,  t.^  les  <xx>idoiMgii^4s9 /Q^tt^ 
origine  mobile»  par  rapport  k  un  point  invariable 
quelconque ,  pris  pour  l'origine  des  cùotàqpnjtes  x  ^ 
y>  «f  ^^y^  «te-;  »  Ton  désigne  par  a:,, 7,,  «,^  ^^, 
y^ ,  1:'^  >  etc.,  les  coordonnées  des  corps  m,  Wif^jaf^ettfJ^ 
relatives  à  la  première  origine  t.  on  avfat  ^ 

^A^ 


etc. 


-  X-    ■ 


Différçqcions  deux  fois  ces  yakocs^vet  f«èaâti«Miis 
les  valeurs  raBiiltaiites  dans  les  six  ë(]i|iitiiMfli{B)«il^ 
trois  premières. de vieiidi[V>nt     .;  j  ^i^;'   tr-   i:./î 

Mais>  en  vertu  du  mouvement  roctlIigiM^et^tù^ftirme 
supposé  à  Porigine  des  coordonnées^  ^&  at 


rf*X  rf*Y 

■ 

Les  trois  équations  précédentes  se  réduisent  ^nc  à 

celles-ci  : 

•■■:•*■  .  ' .     ■.  a. .. 

A     . 

;-      •    i      ■    -     -^     .  * 

Effectuons  les  mêmes  substitutions  dans  la  quatrième 
des  équations  (B).  On  aura  d'abord  '    ^'  ' 

— ^  — -t-z.wi.         ^ 


^â^fi'dit^'j'<^Vël%ù  des  trois préééÉlëntëS> 

Les  six  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
ilMI^ffi^èltoë'de'^rj^^  cùnservèiitiSoiiè  sbsoiiimetît  la 
lBiliiiié}ftAmib*'{nébî^'t^^  ou  tnobile 

l'origine  des  coordonnées;  il  en  serait -dcf  Méttie  des 
éqiiatipn$j(m)[.dii  ii*'^^;  ^^  pourra  done^  dai^a'les  deux 
cas,  en  déi&nire^r  Icîsmcmes  raisonnemeâSy  les  prin-' 
cygjB de,]a' edngjgrtirtion  des  aires  et  des  forces  vives, 
ainsi  que  \e  prïticipe  de  la  moindre  action. 
r«i¥^0|^l»9Jùa|eBant'»ceq|ie  devient,  par  .cette  traitfr 
position  de  A^^rigii^  des,  coprdoiiioeeiï ,  >le  pUu»  ^^e 
nous  avons  nommé  plan  invariable.  Four  cela,  repre- 
nons les' trois  équations  (E)  dont  la  considération 
nous  a  conduits  à  la  découverte  de  ce  plan;  si,  dans 
ceseiÉpiations,  on  suWitùe  potir  x\fj  z]  leurs  va- 
leurs (o),  en  remarquant  que  par  l'hypothèse  du 
n|Qçnreaicvt.rectiligne  de  Torigine  on  a 

ndx, — T^x:f==o,      xrfz — iZû?x  =  o,      zdi  —  Yrfz  =  o; 
on  trouvera 

a  

'S».m.{z^ax^  —  oc^dz^)  =  c' .  dt, 


I  tion>diy)iliin:i]:iyanable;  d-ôà  Tpa  <]»Mt«eoifèlune  «fiie 
oe  pfeo^  tomerrera  totfjçurs.desdijractioiis  parallèlies 
pendant  le  iiiotivènieiit  de  ToriginedesieeoiMiQqnë^ 

Nous  âtW3»  vu  <{tie  lorsque  le  système  <  n'est  sou^ 
mis  a  J'wifien  d'ailcÂlie  fiwce  ëtraii{|^;  le'~éèntre-de 
graTitéH^tftft  tmiisporie'daas  l'espao?  d'an  motrreineiit 
rectiligae  et  uniforme  fit  siîitdoïk^le^equirpwQède^ 
que si.lk>mfiM à  ce  eeâlrel'oKÎgiBe  des  coordonnées , 
les  print«i]pes:  de  Iq  eonsetyalioa  des  aires  et  âè^  forces 
vives,  anvont  ejBCGfra  lieu 'paù:  rapport  à  cettewigine^ 
et  le  plan-;' invariable  jpassarvt'  constamment'  par  ee 
point,  wva'  emporté-,  avee  lui  dans^  le  mou^wment 
géniàfal  do -système  ^ea  restant  touj.onrsJparal1èle'ii 
lui— méine;  '-  •  •     ■:..>;.;.'...:.  .     -^i -bî' •  ri  ■^'..   "■■ 

Le  -fnîaaipe  de  la  eôînservatioa  des  aiivsr  et . cslm 
des  iopeeSfVivèa  peuvent eeiredniir^  à  de  àmpiâràaL'*' 
tions  eDtréîvléa^cooïdpnneias.-de^  distaapes)  mntaellfas 
dé8xUâërêBs:cx>rpa,da4yitèqiei^  En  effet/prtaons  pour 
origine  des  coordonne'es  le  centre  de  gravité  dn  sys^ 
tème;  lesvtrois^éqt^tions{E),  n?  25^  peuvqnt  s'e'çrire 
ainsi: 

s .  mm' ..  le»'—  ,) .  jdx'—  H)^-^  .(^'—  »)  •  (^'— VJ]  ■  '  >   di 

.m 

■ 

équations  qui  ne  dépendent  que  des  eoordonnéeà  des 
distancés  mutuelles  des  corps.  ' 
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hes  premiers,  «membres  4^  ces  ëqiiatîdD^j  w^ppé^ 
sentent  U  spmme  ^  aii^-lraééès  sur  cbàcitaii^^ 
pbms  cootdaùoéBf  ^par  les  piHsjectioiis  é»  la  ..4iimk 
qai  joint  émix  corps  .du  système^  dont  Tun  e«t<SHp- 
posé  se  mouvoir  autour  de  l'autre^  regardé  eoianie 
immobile  ;icha({ne  airs  étant  mnki^ée  par  le  fwodak 
des  deux  masses  que  l'on  €Oiisidk:e>  et.diviséeipar  b 
scNicime  dès  niasses  dusystème. 
.  .  U  SRiA  eoccMns  de  ces  équations^  que  le.  plan  qv 
passe  par  Fun  quelconqtte  des  corps  du  sjrstèmty  et 
par  riipport  auquel  la  foneticm  précédentai  est  un 
muâpinuan^  est  parallèle  au  p^aa  paissant. par  le  eentre 
de  grayitéy  et  que  nous  avtfns.nommé  plan  mapoimim 
desiàma^  Ce  nouYcau  plan  tesX^  également  tan^oms 
parallèle  à.lui^même  pendant  toute  la  durée  dû  mon- 
Ténaent^  et:  les  seconds  membres;  des  équations  pré- 
cédentes soét  nuls  par  rappûsi;  à  tout  plan  pasmat  par 
lai  màme  corps  ^  et  qui  lui  est  perpendiculaire^ 

On  peut  donner  à  Téquation  {p)^  du  n^  .94  ^^ 
forme^ 

z=:consl.—'22,»m.'S..fmmWdf* 

Le  premier  membre  de  cette  équation  exprime  le 
carré  des.  vitesses  relatives  des  corps  du  système  les 
uns  autour  des  autres  ^  en  les  considérant  deux  à 
deux ,  et  en  regardant  Fun  des  deux  comme  immo-* 
bile ,.  chaque  carré  étant  multiplié  par  le  produit  des 
dc^  .masses  que  l'on  a  coi:isidérées. 

Nous  terminerons  ce  .chapitre,  par  une  remarque 


l 
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iinj^rtantestir  l'extençîoii  \  donner  aux  quatre  prin-* 
dpes  que  nous  venons  de  développer.  Celui  de  Tuni- 
formité  du  mouvement  du  «entre  de  gravité  et  celui 
de  la  conservation  des  aires  subsistent,  quelle  que 
soit  l'action  que  les  corps  du  système  exercent  les 
uns  sur  lès  Autres ,  même  en  se  choquant ,  ce  qui  les 
fend  trè»  ujti)es(  d^ns  beaucoup  de  circûnstances^  Mais 
il  n'en  mX  pas  de  même  du  principe  de  la  conservatioa 
des  forces  vives,  et  de  celui  de  la  moindn»  action i 
pour  qu'ils  puissent  si»bsister,  il  faut  que  les  vamtiona 
des  vitesse  des*  difierens  corps  du  système  s-'ppèrent 
par  dfa.  nuances  insensibles  ;  iU  n'auraient  plus  liem 
si  le  système  éprouvait  qiielque  brusque  cluuEigemeilt 
dans  s^  nKmvemenSj^  soit  par.  Faction  muto^oUe  des 
corps  qui  le  ciçnnposent,  soit  p^  la  rencontre  d'o^^^ 
tsMsles  extérieurs. 


1 
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I 

'-  I-   .-•-■■•■■■  -w  ■-■■  ■-  ->  -'  •  ■■■■■■■}  ;' 

GHiPITRE  V*    "..■■  ;C 

_■ '   ■  JK 

Du  Mouvement  ^ua  corps  soliSe. 


217.  tes  six  équationâr^é  ncms  ayons  troàtéiîi  Aâns 
le  clia|ntre  précédent,  pour  déteribioer  lefl[tiîotî^eiiièDS 
d'4ln  sysfèine  de  points  léJBtténd^  liés  iètitré  enx^d'ime 
maniètë  qnëlconqtre ,  pedrent'  aiisément  s' Aehdrfe  ali 
éas  <)^'xe  système  forme 'un  corps  solide;  EÀ  ë&ët]  Jl 
suflit'iddrs  ilè  supposer  mieles  distance  mutttëDù 
de?  parties  du  systeirne  sont  ihalt érables,  et  de  'sâ)s* 
tiécier  aux  masses  m,  m';  ni';  etc. ,  les  -âétneiEis'  iÀfi^ 
Btmetit  petits  du  corpsr  quc^roh  considéré.    ■     ' 

Soit  donc  dm  un  de  ces  élémens  ;  ^ésignbns  par 
X,  Y,  Z,  les  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  lui, 
parallèlement  aux  trois  axes  de  ses  coordonnées  rec<- 
tangulaires  j? ,  j*,  2 ,  et  remplaçons  dans  les  équations 
(B)  du  n""  21 ,  le  signe  2  qui  désigne  des  intégrales 
finies,  parle  signe  S,  relatif  aux  intégrales  ordinaires; 
ces  équations  deviendront 

S.-^.dm^^S.Hdm,     S.^.rfm=S.Yd!pw, 

S  •  -7-7  •  dm  =  S  •  Z  dm. 

air 

s/-    *^*    *^.dm  =s  S.(zX  —  xZ).dmy 


DU  SYSTÈME  DU  MONIHE.  wg 

le  signe  int^al  S  se  rapportant  à  Ja  molécuk  dm,  et 
devant  s'éten<lre  à  la  masse  entière  du  corps. 

Ces  ^  équations  serviront  à  déterminer  complè- 
tement les  mouvemens  d'un  corps  solide  de  figure 
quelconque. --Les  trois  dernières»  renferment  le  prin- 
cipe des  aires.  Si.  le  cotps  était  retenu  par  un  point 
fixe^  elles  suffiraient  pour  déterminer  son  mouvement 
de  xotation:  autour  de  ce  point. 

Si  ^  au  lien  dé  prendre  arbitrairement  Torique  -des 
coordoonées,  on  fixe  cette  origine  au  centre  de  gra- 
vité du  Gorp«^y-quV>n  désigne  par  x^.  vy  z,  les  coor- 
données <Je  ce  points  par  ^dj^j  tIj  les  coordonnées 
de  rélémeiKt  4m  rapportées  au*  centré  de  granité  ^  en 
sorte  qu'on  ait 

qu'on  substitue  ensuite  ces  valeurs  et  leurs  diffé- 
rentielles dans  les  trois  premières  équations  (a) ,  en 
désignant  par  m  la  massç  entière  du  çQrps^  et  en 
observant  que  x  ^  y^  z  ^  étant  les  mêmes  pour  tous 
les  élémens.on.  a 

S.^..4m  =  /zi.^.; 

que  de  plus^  par  la  nature  du  centre  de  gravité  ^    '  , 

S.a/dmz=zo ,     S.ydm:=^Oy     S.z'^/wsoj 
ce  qui  donne 

S^-^.J/WsacO,.     S.-— ,rf/7«  =  0,      S.-^^.lfol  =:Q. 


^.um^u,,    ,^..^.urn-u,      ^.^ 


\ 
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iGes  ^équattiMas  deviennent  >  .      i 

■  /         -.  ^  ■■■.   JL 

.»».^îsS-Xi*fi>    i«.^,**BS,¥rfi»,    ^.-^33:S.Èfi«»..-(i)l| 

■      .-•.,.'■■■.       ■  '■    (r 
>  On  déterminera  par  leur  moyen  le  mou^emeiit'dii  { 
théâtre  de  gravité  du  corps«  'On  voit  <|iie  cc(  ^pêiM  €e  ' 
meut  dans  ^espace  comme  si  la  masse  entièpe  dul 
corps  y  étant  réunie ,  toutes  les  forces  qtïi  si^liciteiit  \ 
le  corps  lui  étaient  immédiatement  applicpiées.  Cette  ■ 
remarque  est  analogue  à  celle  que  nous vOnt  fournies^ 
n^  ^a^  les  équations  différentielles  duvmouTement 
du  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps. 

Substituons  de  même ,  dans  les  trois  dernières  éqiKH 
tions  (a) ,  à  la  place  des  variables  x,  y^  Zy  et-4e  leurs 
différentielles ,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  {f), 
La  première  de  ces  trois  équations  deviendra  ainsi 


Mais  y  x^  Y,  Zy  étant  les  mêmes  pour  tous  les  âémeas 
du  corps^  on  a 

S ,  (xé/*Y  —  Y^'x) .  dm  =  m .  (x^y  —  Ydt'x) , 
S.(xY  — ^  YX),rf/w  =  x.S.Y^//»  —  Y.S.XdiTt, 

et  enfin  y 

%.{pt!d^x—yd^yi^xSy  —  xd^x'\.dmz=:d^.?i.x'dm 
'^d^x.S.ydffi'j'X.S.dy'.  dm — x^.d^x'.dfk. 

Les  variables  x'yj^  a',  se  rapportant  au  centre  de 
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gravité  dé  U  tBMse  m,  pris  pmir  origine  ^de»  coop- 
ixmnéegyicfu&ie»  termes  du  second  membre  de  cette 
éfaatioii  Mnt  nuls  ;  la  ^«atrièùie  des  équations  (a) 
devient  donc  simplement 

&é(*yy  .J/'-).dm  5=  S.  (or'Y  ^j%)uim. 

On  tvo«iveTiait  4e  méipe  que  les  cleux  dernièces  éqfpa- 
tiODS  (^)  «e  rédoiseat  aux  suivantes-: 

S.(^^- '-''). dm  ==$.(z,X—x;i). dm. 

Les  trois  équations  précédentes  sont  les  mêmes  que 
celles  qui  détermineraient  les  mouvemens  du  corps  au- 
tour de  son  centra  dé  gi^avité  si  ce  point  était  immobile; 
or  les  équations  (b)  font  connaître  à  chaque  instant 
la  position  du  centre  de  gravité  dans  l'espace;  on 
pourra  donc  le  regarder  comme  un  ppint  fixe  autour 
duquel  le  mobile  est  obligé  de-tou];iier,  et  en  déleiv- 
minant  la  positiopdu  corps  par  rapport  k  ce  point,  sa 
situation  dans  Tespace  sera  entièrement  fixée.  Quelles 
que  soient  donc  les  lois  du  mouvement  d'un  CQi:pSji  oa 
pourra  toujours  le  décomposer  en  deux  autres  mou- 
vemens, Fuji  de  translation  relatif  à  son  centre  de 
gravite ,  l'autre  de  rotation  autour  de  ce  points  Eavi^ 
sages  de  cçtte  manière ,  les  jpouvemens  les  plus  com- 
pliqués deviendront  faciles  à  saisir,  et  c'est  ainsi  que 
nous  considérerons  les  mouvemens  des  éorps  ^célestes. 

aS.  On  peut  donner  atix  trois  dernières  équations  (à) 
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une  forme  partîciiilière -qui a  lavaitUge  àt  fÉâre'con*  î 
naître  plusieurs  propriétés  ixrïportaiites  du  mouyemest 
de  rotatiom  rPour  c^,^im  rapporte  les  coordoiuiées 
de  Félément  dm  à  trois  nouveaux  axes  rectsCugulairei 
fixes  dans  l'intérieur  du  corps  et  mobiles  dans  l'espace, 
en  sorte  cpxîl  suffit  dé  connallre  à  chaque  instaftt  la 
position  de  ces  axes ,  pour  assigner  celle  du  solide. 
^  Plaçons  roriginè  des  coordonnées  au  point  fixe ,  dif- 
férent ou  non  du  centre  de  gravité^  autour  duquel  lé 
corps  est  obligé  de  tourner,  et  soient  x'yj[^  a',  les 
coordonnées  de  dm^  relatives  aux  nouveaux  axes  que 
nous  considérons  ;  on  aura  y  par  les  règles  ordinaires 
de  la  transformation  des  coordonnées, 

^  =  a'a:r+by  +  c'z%   [      (i) 

Dans  ces  équations,  a^byC  représentent  les  cosinus 
des  angles  que  fait  respectivement  l'axé  d^  x  avec 
les  axes  des  af  dés  ^  et  des  /;  a\  b'y  c\  lés  ct»iniis 
des  angles  que  forme  l'axe  dès^  avise  lés  méàieà  axes, 
et  enfin  ^ï*,  i^V*,  les  cosinus  des  angles  îpé  fait  res- 
pectivement avec  éùx  Taxe' des  z. 
■  Diaûs  les  deux  systèmes  de  coordonnées  le  carré 
de  la  distance  de  rëlérneiit  dm  à  l'origine  est  cjgâl  à  la 
somme  des  carrés  des  troié  coordotifiées  qui  déter- 

mirteû t  sa  jposition ,  c'est  -  à  -  dire  qu'on  a       ■ 

.    ■■      •  "  ■  '  .-.'••-,.... 

Cette  considération  donne  entre  les  neiu^f  quantités 
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fiy  bf  Çy  tCy  Vy  c\  a'f  k'f  éf  les  équaitioils  de  con- 
dition suivantes  :  .;..,;;'....!  j-i  '... . 


«•  +  «'•  H-  «"•  =1,  <»*  H-  dV  +  a'V  =»o,  -j  v^ 
l*  4.  i'«  -f.  ^•»  sa  ,,  ac  +  aV  -f-  aV  =  o,  l  (ni) 
c«  ^-  c'«  -j-  c'»  =1,     ic  +  iV  4-  AV  =  o.,  3  r    > 

Réciproquemeot  pour  detierminer  x\y ^  z'  eïi  fonc- 
tion àt  x^jf  z,  on  aura 

w 

:x' z=xaa:  ^  ay  ^^  a'z^  y 

•     y  =  bx  +  b'jr-\-h'z,  }.-(2f. 

z'  ^cx  +  c'jr  +  ç'z.    ;,  ...  ,j 

D^où  il  est  aisé  de.  conclure  que  les  coefEciens 
a,  a%  a',  etc. ,  sont  encore  liés  entre  eux  par  les  six 
équations  .     .  '  i/ 

4    •  *  ••••     ' 
I 

a»  -f-  jA*  -+"  c*  =  t  >     aa'  +  3^  -f-  oc'  i=s  d , 

o'»  +  y»  4-  c'»  =  I ,     aa"  -H  3*"  -f-  ce"  5=5  o,  }^  (») 

a"»  4-  *"•  +  c"*  =  I  ,     «'«"+  *'*"  +  c'c"  =  o. 

Ainsi  donc^  des  neuf  quantités  a^  à,  c,  a',  b',  d ^ 
(i\  V.  d\  trois  seulement  sont  arbitraires*. "-et  les  six 
autres  peuvent  être  regardées  comme  déterminées  par 
les  équations  de  condition  (m)  y  ou  les  équations  (/z) 
qui  leur  sont  équivalentes. 

Enfin  ;  si  ^  par  le  procédé  ordinaire  de  l'élimination  ^ 
on  tire  des  équations  (i)  les  valeurs  de  or',  y^  et  z\ 
en  fonction  de  ^,  ^  et  js,  et  qu'on  les  compare  à 
celles  de  ces  coordonnées  qui  résultent  des  équations 

Tome  L  8 
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(:i)^.  ojA  aura^  .entre  ces  mêmes  <}a&ntités>  ces  zton- 
veljes  relations , 


a=^'ç''^-^%    «'=s4*"e*^*c",    i^s=lyc'^6'à, 
c=:!ciV^d>V,    d^za^^àh",     <Pi=ay—dh. 


* .    . .    t 


Comme  il  n'y  a  que  teois  ^ès  coeââcietis  a^  ^^.^^ 
ti^  Vy  c\  a^^y  y*j  d'y  d'indëterminés ,  il  est  souvent 
plus  concimode  d'exprimer  çe&;xiettf  quantités  en  fonc- 
tion de  trois  àutros  ijadëpendaptea  entre  elles.  En 
efiet^  la  positioti  des  trois  plans  que  forment  les  axes 
des  nouvelles  coordonnées  ésf  àëterminée  lorsqu'on 
connaît  l'inclinaison  d'un  de  ces  plans  ^  de  celui  des 
d^y^y  par  exemple,  sur  celui  des  a:j^,  et  Icg  ai;]^les 
que  formé  avec  les  axes  des  x  et  des  x'  l'intersection 
^  ces  deux  plans.  En  désignant  donc  par  â  le  pre- 
mier de  ces  angles,  le  second  par  4; ^^  et  le  tt^isième 
par  ^^  on  trouvera  aisémeat,  par  les  ^rmule^  de  la 
Trigonométrie  sphériquè, 

.  •    :.  .  .  •  .  , 

â=     cos6.sin\[/.sin  ^ -f- coS'>}..cos^,. 

J  cis       COà9.SÎn'>[/.C08^  •^— COS'>}..Sm  ^, 

c  :^  sin  0.sin\L, 

«';=  cosfl.cos\|/.sin  ^-r- sin  «nI^-cos^^      . 

y^=i  cos0.cos'v[/.cos^  «f-\sin*>}.>sin  (p  ,1  •  / 

<?'=  sînflicos^r,   ^ 

a"cB= — siaO.sinf, 

V'rv^^  sinfl.cosy, 

e"ss:  cosél. 
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Sî  ToH  substitue* ces 'Takurs  à  la  pl»ce  de  a^  &> 
Cf  etc.  ^daDS  les  équations  de  condition  précédentes  > 
on  verra  que  qes  équations  sont  identiquement  satis->- 
faites^  et  qu'il  n'en  résulte  a[ucune  relation  ^ètftfè  \ëà 
angles  ^,  4  ^*  6- 

2g.  Cela  posé^  reprenons  les  trois  dernières  é(t{ia- 
tions(â{).  Si  y  après  les  avoir  multipliées  par  dt;  on^ës  "' 
intègre^  et  que^  pour  abréger^  on  représente  par. M, 
M'^  M",  la  somme  des  momens  des  foirces  qui  agissent 
sur  chacun  des  âémensda  XTorps,  et  qui.  se  rap- 
portent respectivement  aux  axes  des  x,  des^  et  des  z\ 
ce  qui  donne 

on  aura 

le  signe  S  se  rapportant  à  l'élément  dm,  et  le  signçieT* 
uniquement  au  temps  ^.  '-'''- 

Maintenant^  de  ce  que  le»  axes  des  x*,  des  j^  et 
des  z^  sont  supposés  conserver  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  la  même  position  dans  rintéHéttr^ii 
corps  ^  il  résulte  que  les  ooèrdoB^nées  ^y  ^V  V'^erout 
indépendantes  du  temps  f^  tandis  que  les  quantités 
a,  b,  Cy  a*y  h\  c\  û",  ll\  c?'',  au  contraire^  varieront 
avec  lui.  Si  l'on  différencie  donc^  dans  cette  faypo- 

8.. 


\     «      ■   -  ■  .     «  *  ■  ,  . 
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thèse  y  les  équations  (i),  et  qu'on  substitue  ensuite 

pour  j^i  z,  -^y  -^,  leurs  valeurs  dans  là  première 

• ,    ■  »      ■      •  *  ■ 

des  équations  (A)  ^  on  aura 

,  /é'àe'-<rdc\    ,,  ,  fdâh'—Vdd-it^b'da'--a'db'\    ,  , 

H     ai    y-^  \- — s — ——)"y 


^\  dt  — :>'* 

+  ( ■ -^ — = J.yz'ldm^ft/l.dt. 

Si,  dans  cette  ëquatioo,  on  remplace  a',  a",  b',  etc., 
piieur  leurs  yalèUTS  (l)  données  n'  aS,  ^'on  fôsse, 
pour  alMrëger, 

adc-\^dd-\-a"dd'zs^—cda—ddd^d'dd'z^qdt ,  \  {p) 
hdar\^da'4-b"dd'zz:,-^adh^a'db'-^d'db"zsz  rdt  ; 

qu'on  sap)p<>sè  de  plus , 


A=S.(y*+«'*)<*».  B=S.(*'*+«'»).rfn»,  C=S.(*'»4-/*)rf«», 
F«4»S.y*'.  </»»,         G=iS.s'x'.dm,  H=^.s y' .  dm , 

on  trouvera ,  après  cpielques  réductions , 
a .  (A/?  ^  Gr — %)  H-  A .  (By — Fr  —  Hp) 

On  aurai|:>  par  une  analyse  seinblable , 


ll^/M.i/. 
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«'.  (Ap — Gr—  Eq)  4.  *'.  (% — Vr—Bp} 

H-c'.(Cr— F7— G;>) 

a".  (A;> — Gr— %)  4.^".  (%-r-  Fr—  H^); 

En  faisant  »  pour  simplifier, 

Ap  ^  G/^%  =  P,    %  -^  Fr — Hp  =  Q> 

G-— -F^  — G;»  =  R, 

ces  équations  deviennent 

o'P  +  A'Q-fc'R==/M'.<ft,  (    (0      ^ 
aT  +  *'Q  4.  cTl  =  /M'.  rf<.  ) 

Pour  faire  disparaître  les  quantités  a,  B,  c,  etc.»  je 
différencie  ces  équations,  et  je  les  ajoute  après  avoir 
multiplié  ta  première  par  <t ,  la  seconde  par  <i^>  la 
troisième  par  a'';  je  trouve  àiiisi, 

^  —  r.Q-h ^.R  =  aM  4-  fl'M'  4-  «"M".      (1). 

Je  multiplie  les  mêmes  équations  différentielles^  la 
première  par  b,  la  seconde  par  6'^  la  troisième  par  b'^f 
je  les  ajoute  ensuite^  et  j'obtiens 

^4-r.P^;,.R  =  iM  +  ô'M'+i^M^     (3) 

1 

Enfin  y  j'ajoute  les  mêmes  équations,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  e,  k  seconde  par  c'f  la 
troisième  par  c%  et  je  trouve 
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Ces  trois  -équations ,  qui  ne  sont  qu'une  simple  trans- 
fqri^atioa  des  équations  (À)/  senriront  à  déterminer 
complèteméiit  le  mouvement  de  rotation  du  corps. 
Leur  intégration  donnera  les  valeurs  des  quantités 
Pf  q,  r^  et  en  les  substituant' dàùs  les  équatîoïis  {p)f 
ces  équations^  réunies  aux  six  équations  de  condi- 
tion (/^l}^  douâ^eront,  par  une  nouvelle  intégration^  les 
valeurs  des  neuf  variables  a^byC^a^  b\  c\  d'j  V\  c^'. 
On  connaîtra  donc,  à  chaque  instant^  la  direction 
des  axes  mobile^  d^s  %r\  desj^^et'desjz'j  et  comme 
leur  situation  dins  l'intérifaur  du  corps  est  supposée 
donnée^  la  position  du  mobile  sem  entièrement  dé-» 
terminée. 


1  ,.f 


.  .5a.  ]>rous  avoa^x  jusqu'ici ,  regardé  la  position  de  ces 
tPoisvaxes.dau$  l'intépeur  du  corps,  comme  eutière-i 
ment  arbitraire ,  et  w>^  formules  ont^  à  cet  égard , 
toute  la  généralité  possible;  mais  les  équations  (i), 
{2)f  (3)  prennent  une  fprme  beaucoup  plus  simple^ 
et  qui  facilite  leur  intégration  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  lorsqu'on  dispose  des  quantitéss  a>  b,  c^  al  y 
b\  ç\  a"^.6l[,  cl-f  dont  trois  sont  restées  indétermi- 
nées n"*  28 ,  de  manière  k  sati^re  aux,  équations 
suivantes  : 

S.yi\dm=:Of     &.afz'.dm=:6,'  ^.xy'.dm:=r:o; 

Qe  qui  est  toujours  possible,,  comme  nous  le  verrons 
tou|;^  VMure«y  I#a  pqsitioa  des  axes  des  x',  iesy  et 
des  z'  est  alors  entièrement  fixée,  et  ccs^axes  s'ap^ 
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pellent  axes  principaux  du  corps.  Dmà  ce  ctôy  les 
trois  quantités  F^  G^  H^  étant  nulles,  on  a  P=â:Â/?^ 
Q  =  By,  R  =  Cr,  et  les  équations  (i),  (a),  (3)  se 
réduisent  aux  suivantes  : 

X±  +(C  — B).7r=:aM-+.aTM['  +  a"M^ 

B.g  +  CA  — C).r;7=*M  +  iWH-A''M'',|  (B> 
C.^^+{B^A).pq=:M  +  c'M'+c''W. 

Nous  avons  désigné  par  M,  M',  M",  la  somme  des 
momens  respectivement  relatifs  aux  axes  des  j?,  des  y 
et  dei^  z,  des  forces  accélératrices  qui  agissent  Mir 
chacun  des  élémens  du  corps.  Par  une  propriété  con-^ 
nue  f  on  aura  la  somme  de  ces  mêmes  momens  rap- 
portés aux  axes  des  a?',  des  y  et  des  z',  en  ajoutant 
les  trois  quantités  M,  M',  M",  après  les  avoir  multi- 
pliées par  les  cosinus  des  angles  que  forment  respec- 
tivement les  nouveaux  axes  avec  les  premiers.  En 
nommant  donc  N ,  N',  N'',  ces  trois  sommes ,  on  aura 

N"=cM+cTVI'4.c"M^ 
Lès  trois  éqaaiions  (B)  deviendront  ainsi , 

Bdq-{-(k^C).rj}.dt=±^\dtX    (C) 
Cdr  +  (B  —  k).pq,dt:=i  N".<ûJ 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  emploierons  ces 
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équations  ^  dans  la  reefaerche  des  mouvettiens  de  ro- 
tation des  GOS?p8  célestes. 

Ces  tix>is  équations  donneront^  en  lès  intégrant^ 
les  valeurs  des  trois  inconnues  p,  y,  r,  et  celles-ci 
feront  connaître  ensuite ,  comme  nous  l'avons  dit 
n'  29,  la  direction  dans  Tespace  des  trois  axes  prin- 
cipaux qui  passent  par  l'origine  des  coordonnées  ^ 
et^  par  conséquent^  la  position  du  corps.  Mais^  au 
lieu  de  recourir,  pour  cela,  aux  équations  (/?),  et 
aux  équations  de  condition  (/»),  il  est  plus  simple 
de  substituer  dans  les  premières,  pour  «,  by  c,  etc., 
dut  y  db^eic.\  leurs  valeurs  en  fonction  des  trois  quan- 
tités indépendantes^,  '^p  ^9  données  n^  26,  dé  ma- 
nière à  n'avoir  plus  qu'un  seul  système  d'équations 
à  considéreré  On  trouvera  ainsi ,  après  quelques  ré- 
ductions , 

cos^9•sin0.^-f-sin^.^=^7^;?^,  \  (c) 

d^ — cos9.i24=  if^//; 

et  Von  détenninera  par  ces  équations  les  vaJieurs  des 
trois  angles  ^ ,  %[/ ,  fl ,  lorsque  celles  de  p,  q^r  seront 
connues. 

En  substituant  les  mêmes  Valeuics  dans  les  expres-r 
sions  des  trois  quantités  N ,  N',  N",  elles  deviendront 
des  fonctions  des  angles  ^ ,  4  9  8*  La  recherche  du  mou- 
vement d'un  corps  solide ,  de  figure  quelconque ,  au- 
tour d'un  point  fixe  conduit  donc  finalement  à  six 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les 
;^ix  indéterminées/?,  ^^  r, ^,  4 ^  0  ^t  la  variable  t^  En 
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éliminant  les  froia premières  quantités,  au  moyen  des 
équations  (<f)  et  de  leurs  différentielles,  on  n'aurait 
plus  il  considérer  que  trois  équations  différentielles  du 
second  ordre  entre  les  trois  angles  p^^^y^eile  temps  t. 
C'est  sons  cette  forme  que  d'Âlembert  a  donné  les  équa- 
tions du  mouvement  de  rotation;  mais  il  est  plus 
simple  de  s'en  tenir  aux  six  équations  du  premier 
ordre  (C)  et  (c). 

Si.  Les  trois  équations  (C)  supposent  que  l'on  a 
S.jcy.fl&ii=o,   S.yz^.dm=:o,   S.ûc'z\dm=îo.   (o) 

Nous  allons  démontrer  qu'il  est  toujours  possible 
de  déterminer  les  trois  angles  ^,  %[/,  Ô  qui  fixent  la 
position  des  axçs  des  a:',  des  j*'  et  des  z'  par  rapport 
aux  axes  fixes  des  x,  des  y  et  des  z ,  de  manière  à  satis- 
faire à  ces  trois  conditions.  En  effet ,  si  dans  les  équa- 
tions (2)  qui  donnent  les  valeurs  des  coordonnées  x^, 
y  et  a'  en  fonction  des  coordonnées  a^^f^z,  on  sulis* 
tilue  pour  a,b,c,  etc,  leurs  valeurs  en  ^,  •>(/,  6,  on  aura 

j^' =  or . (cos 9 . sin  4«sin^  +  cos4«cos^) 
+j'.(co8fl.coS'4/.sin<p--^sin4»cos^) — z.sin6.sin^, 

y  =  a;.(cos9.stn^{/•cos^  —  cos^-sin^) 
H-^.(cosfl^cos4.cos^-|-sin4,sin^)-p-z.sin6.sin^^ 

z'  =  a:.sin6.sin^4"y-sinfl-COS'4/-f-z.cos9. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans^  les  trois  équa- 
tions (o),  et  qu'on  fasse  pour  abréger 
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he^  sU  quantités  A,  B^  C,  F,  G„  H  étant  des  cons-'*! 
tantes  qui. dépendent  de  la  nature  du  corps  et  de  la 
direction  des  axes  des  a:,  d^s jr  et  des  z,  que  Ton  a 
choisis  arbitrairement  ^  il  c^t  Êicile  de  se  convaincre 
que  ces  équatioxi^  prendront  la  fcM:me  suivante  t  « 

sîn  24) .L H- cos  2^*M = o ,  ^ 
cos<p..N — sin^.P=o,>    (9) 
sin  ^  ..N-i- cos  ^  .  P  =  07  3 

L  9  M  ^  N  y  F  représentant  des  fonctions  des  angles  ^|r ,  0^ 
et  des  constantes  A,  B ,  C,  F,  G,  H  indépendantes  de 
Tangle  (p. 

La  première  de  ces  équations  détermine  l'angle  ^ , 
et  il  est  évident  que  les  deilx  autres  ne  peuvent  avoir 
lietien  même  tenips,  indépendamment  de  toute  valeur 
donnée  k  p,  k  moins  qu'on  n^ait  séparément 

N=o,        P:^o. 

Si  l'on  met  à  la  place  de  N  et  de  P  les  valeurs  que 
ces  lettres  représentent ,  on  aura  les  deux  équations 
suivantes  : 

2sin  2é.(A.sm*4^*^M-sîn4-^5os^/  +  B.cas*4""C) 

-^  cos 2é .  (F .  cos  4  +  G .  sm  •4')  =^^  j  i 

.  >  W 

sitt  ^ .  [(A  —  B) .  siii  4  «^îos  -^ . —  H  (cos*  4  "^  ^*  4)3 

+  cosô.(F.sïn4  —  G.ços4)==o- 

Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  angles  fl  et  4^. 
Si  l'on  tire  de  la  première  la  valeur  de  tai^g.^fl^  de  la 
seconde  celle  de  tang  0^  et  qu'on  les  substitue  dans  la 
formule 

û.       .    2  tang  B 


I  bu  SYSrrÈME  DU  MONDE.  i33 

.Inte  pour  alNréger  on  fasse  taag' '^ssiu^ce  qui  donne . 


; 


U  ■  U 


e 


Sin-vlss: -^Ts^sr»»      C08  «>L  =    ■     ,         .w» 


Itprès  les  rédioçtions  convenables^  on  trouvera  Téqua- 
I  tien  suivante  du  troisième  degré 

[(A— B)-tt— H.(i— ii*)].[(AG— CG+FH).ii 
~  BF+CF— GH]— (F«+G).  (Gii— F)' s=^o. 


Cette  équation  donnera  au  moins  une  valeur  réelle 
pour>  u;  on-  en  tirera  une  valeur  semblable  pour 
l'angle  4  y^t  en  la  substituant  dans  l'une  des-  deux 
équations  (r),  on  aura  la  valeur  correspondante  dd  9. 
Concluons  de  là  qu'il  est  toujours  possible  de  trou- 
ver pour  les  angles  ^,  4>  ®  ^^  système  de  valeurs 
réelles  qui  satisfas^nt  aux  équations  (^) ,  et  que  par 
conséquent  il  existe  dans  tout  corps  solide  un  système 
d'axes  par  rapport  auxquels  on  a 

L'équation  qui  détermine  u  étant  du  troisième  de- 
gré, on  pourrait  croire  qu'il  existe  dans  chaque  corps 
trois  systèmes  d'axes  semblables;  mais  il  faut  obser^ 
ver  -que  {i  rejNrésente  généralement  la  tangente  de 
l'anglercompris  entre  l'axe  des  x  et  les  intersections  du 
plan  des  a:  y  y  avec  les  plans  relatifs  aux  coordon- 
nées ^^y  et  J2;'>  puisque  rien  n'indique  en  effet  lequel 
de  ces  angle&on  a  considéré ,  et  que  les  équations  pré- 
cédentes sont  également  satisfaites  lorsqu'on  change 
les  uns  dans  les  autres  les  trois  axes  des  x^ ^  des^'  et 


\ 
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des  ^^  La  valeur  de  k  doit  donc  '  être  donnée  par  une 
équation  du  troisième  degré  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles ,  et  il  n'en-  résulte  généralement  qu'un 
seul  système  d'axes. 

Ceâ  axes,  dont  on  doit  la  connaissance  à  Ëuler,  ont 
été  nommés,  comme  nous  lavons  dit,  cujces princi-* 
paux;  on  les  appelle  aussi  cujces  naturels  de  rotation^ 
à  cause  d'une  belle  propriété  du  mouvement  qui  leur 
est  particulière  «  et  que  nous  ferons  bientôt  connaître. 

3:i.  On  nomme  moment  it inertie  d'utr  corps  par 
i^pport  à  un  axe ,  la  somme  des  élémens  dont  ce  corps 
se  compose ,  multipliés  respectivement  par  le  carré  de 
leur  distance  à  cet  axe.  Ainsi,  les  trois  quantités  que 
nous  avons  désignées  n°  29  par  A,  B ,  C ,  représentent 
les  momens  d'inertie  du  corps  qui  se  rapportent 
respectivement  aux  axes  des  x',  des  x'  et  des  z'.  La 
valeur  du  moment  d'inertie  varie  avec  la  position  de 
l'axe  auquel  on  le  rapporte;  mais  lorsqu'on  connaît 
les  momens  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux ,  il 
est  facile  d'en  conclure  le  moment  d'inertie  relatif  à 
un  axe  quelconque. 

En  eflfet,  soient  comme  précédemment  or',^  et  jb' 
les  coordonnées  de  l'élément  dm  relatives  aux  trois 
axes  principaux ,  et  soient  a:, 7*  et  i^les  coordonnées  du 
même  élément  rapportées  à  des*  axes  quelconques 
ayaiit  la  même  origine  ^  Proposons-nous  de  déter^ 
miner  le  moment  d'inertie  relatif  à  l'un  de  ces  nou- 
veaux axes,  à  celui  des  z,far  exen^ple.Si  l'on  désigne 
piar  C  ce  mcmient ,  on  aura 

C  =  S.(x*  ^jr*).dm. 


r 


DU  SYSTÈME  DtJ  MONDE.  195 

Si  Ton  substitue  dans  cette  formule  pour  xety  leurs 
yaleurs  (i)^  on  aura^  en  vertu  des  équations  (m),' 

C  =^  (i  ^  éJ'*).S.af'dm  +  (i  —  l/^^).S.y^dm 

+  (i  —  c"»).S.z'*rf/?i. 

Mais  a"*  4*  ^'*  +  c'*  =  i  ;  en  substituant  pour 
I  ^-  a'%  1  —  y*^  i  —  c"%  leurs  valeurs^  'Fëquation 
précédente  donnera 

C  =  a'«.  A  +  *'•.  B  +  c".  C. 

Les  trois  quantités  uT,  i%  c*^  représentent  les  cosi-* 
nus  dés  angles  que  forme  Taxe  des  z  avec  les  axes  des  jf/, 
des^  et  des  z'  :  le  moment  d^inertie  dun  corps  pai* 
raji(K>rt  à  un  axe  quelconque  passant  par  un  point 
donné,  est  donc  généralement  égal  à  la  ^onune  dos 
momens  d'inertie  relatif  aux  axes  principaux .  qui 
se  croisent  en  ce  point,  multipliés  respectivement 
par  le  carré  du  cosinus  que  forme  aveô  eux  Faxe 
donné. 

Le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  trois  momens 
d'inertie  A,  B  ,  C,  seront  un  maximum  et  un  minimum 
relativement  à  tous  ceux  qui  se  rapportent  à  des  axes 
passant  par  l'origine  des  coordonnées  a:',  /',  z'.  En 
effet ,  sôit  A  la  plus  grande ,  et  C  la  plus  petite  ides 
trois  quantités  A,  B,  C,  en  mettant  i  — ^  y*  —  e'*  à 
la  place  de  a'*  dans  la  valeur  de  C,  on  aura 

C  =  A  —  *"• .  (A  ~  B)  ^c'\.{k  ~  C). 

Les  différences  A  —  B  ^  A  -^  C ,  sont  positives  par 
hypothèse  ;  donc  C  est  plus  petit  que  A ,  quelle  que 
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soit  la  valeoir  de  V'  et  d^.  Si  Ton  donne  à  la  Trieur  de  G  '• 
cette  forme 

C  ==.  C-f*  «?\  (A;—.  C)<^V\  (B  —  C), 

on  voit  au  contraire  que  C  est  toujours  plus  grand 
que  Qké 

Silesdeux  mûxnens  d'inertie  Â.et  B  étaient  égaux ^ 

on  aurait 

C'i^(i  —  c^»).A  +  c"^C.      (k) 

•  *  ^  •  .*  " 

*      \      . 
Cette  valeur  ne  dépendant  que  de  c%  le  moment 

d'inertie  est  le  même  par  rapport  à  tons  les  ax^s  formant 
im  même  angle  avec  f  axe  des  z\  Lés  lUomèns  d'iûertte 
Mlatife  à  tous  les  axes  compris  dans  le  plan  des  x'y^ 
qui  font  un  angle  droit  avec  l'axé  des  %%  sOât  donc^^lors 
^aùx  entre  eux  ;  mais ,  dans  ce  ès^jrtouti^stèiticf  d'axés 
compotdë  del'axe  des  z'  et  de  deux  axes  perpendiculaires 
entre  eux  ejt  à  cet  axe,  forme  un  système  d'a'xes  princi- 
paux^ c'esl4i^dire  que  Ton  a  par  rapport  à  ce  système 

^»xjf^dm^^=iQ^    S.xz.dmz=so,     S^yz.dmzzzo. 

En  effet,  sîTôn  substitue  pour  jr,/,  2;  leurs  valeurs 
n*  58  dans  ces  équations,  on  a 

La  suppontioA  de  A  c=s  B^  donflie 

S.jcf^dm  =  S.y*dm4 
Lés  trois  équations  précédentes  en  vertu  des  rela- 
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tioos-  (n),  peuvent  donc  s'ëcrire  ainsi  : 

ce'' .  (S .  x'^dm  —  S .  z'*dm)^^  o , 


On  satisfait  à  ces  équations  en  supposant  c  =  o^ 
c'=  O/  ce  qui  donné  ^"ss  i.  Tous  les  axes  situés 
dans  le  plan  des  \x^y  sont  donc  des  axes  principatïXy 
et  le  corps  a  une  infinité  de  systèmes  d'axes  sem-^ 
Uafales  qui  ont  tons  pour  axe  commun  l'axe  de^  1^. 

Eafiii>  si  l'on  a  en  même  temps  Âs=Bî=:iC^  Véquà*- 
tion  Çky  donnera  généralement  C'r=:Â':  tous  les 
momens  d^inertie  sont  donc  égaux  ^  et  tous  les  axe^ 
du  corps  sont  des  axes  principaux.  En  effets  les  équa- 
tion$  (s)  sont  alors  satisfaites,  indépendamment  de 
toute  Valeur  donnée  aux  quantités  a,  i,  c,  etc.  On  a 
donc,  par  rapport  à  tout  système.d'axe  rectangulaire 
passant'  par  l'origine  des  coordonnées  x',  j*'  et  z'^ 

%»xjr.dmz=:Oy    ^.xz.dmssszo^    S^jrz.dmsssi  o. 

Cette  prdprieté  appartient  à  la  sphère  >  l'origine 
des  coorâôiinées  étant  au  centre;  nsais  elle  tonyi^nt 
encora  à  tme  infinité  d'autres  solides. 

Désignons  par  x^  r,  t  les  eoôi^onnées  du  centre 
de  gcavîté  d«  eorps,  par  x^f^z  les  coordonnées  de 
l'élément  dim  par  rapport  à  ce  points  en  sorte  qù'tfn 
ait;r=a:^-|-x,  jrz=:jr^+Y,   £=z, +  z^    on  aura 

C = s .  [(x,H-  xY+ij,  +  yy]  .dm=:S  .{x;  +jr;).dm 
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Mais,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  S .  xiirw=.o\ 
S.jr^dm=0}  en  désignant  donc  par  m  la  niasse  du  ' 
corps,  par  a  la  distance  dé  l'axe  des  z^  à  Taxe  des  z, 
on  aura  simplement 

C  =  S^  (a:/  -+-^/)  édm  -f-  a^m. 

Cette  équation  donnera  immédiatement  le  moment 
d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  un  axe  quelconque, 
lorsque  le  moment  d'inertie  relatif  à  un  axe  mené 
parallèlement  au  premier  par  le  centre  de  gravité 
sçra  connu.  Elle  fait  voir  aussi  que  le  {Jus  petit  de 
tous  les  momens  d'inertie  diun  corps  se  rapporte  à 
l'un  des  trois  axes  principaux  qui  se  >  croisent  à  son 
centre  .de  gravité.    ,  ,  . 

55.  Les  quantités./?,  y,  r,  introduites  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler  dans  les  équations  du  mouve- 
ment de  dotation,  jouissent  de  plusieurs  propriétés 
qu'il  ifaut  faire  connaître,  parce  quelles  montrent 
clairement  de  quelle  manière-  ce   mouvement  s*ef- 

comme. on  sait,  les  composantes  parallèles  aux  axes 
dçs  a^jA^sjr  et  dçs;3  de  la  vitesse,  dont  l'élément  dm 
est  animé.  Cette  vitesse  est  nulle  pair  rapport  aux 
points  du  coi^  qui  restent  immobiles  pendant  l'ins- 
tant dtien  différenciant  donc  les  équations  (t)n''  28, 
on  aurf,  pour  déterminer  les  coordonnées  a:',/',  z'  de 
ces  points , 

x^  da  +^'  db  -|-z'  de  =0, 

x'  dd  4-/  di/  +z'  de*  =0, 

01^  da^  4.y  db'*^^  dd'z=  o. 


w 
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Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  c^ 
la  seconde  par  c'y  la  troisième  par  c'',  et  qu'on  les 


ajoute  f  on  aura 


pf^qx'—o. 


Si  Ton  multiplie  ces  mêmes  équations,  la  première 
par  by  la  seconde  par  V,  la  troisième  par  V;  qu'on 
les  ajoute  ensuite ,  on  aura 


rjc' — pz'  =10. 

Enfin^  si  Ton  ajoute  ces  mêmes  équations,  après 
avoir  multiplié  la  première  par  a ,  la  seconde  par  a' 
et  la  troisième  par  a",  on  aura 

çz'  —  ry'=:o. 

Ces  trois  équations ,  dont  la  dernière  résulte  des  deux 
autres,  sont  celles  d'une  ligne  droite  passant  par 
l'origine  ;  tous  les  points  situés  sur  cette  droite  res- 
tent donc  immobiles  pendant  l'instant  dt,  et  le  corps, 
pendant  cet  intervalle  de  temps ,  tourne  autour  d'elle 
comme  autour  d'un  axe  fixe. 

Cette  propriété  a  fait  nommer  cette  droite  aoce 
instantané  de  rotation.  Sa  position  par  rapport  aux 
axes  principaux  des  a:',  des/'  et  des/  est  déterminée 
par  les  trois  quantités  /? ,  ^,  r,  et  les  cosinus  des  angles 
qu'elle  forme  avec  chacun  de  ces  axes  sont  respecti- 
vement exprimés  par 


La  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  l'axe 
Tome  I.  9 
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instantané  est  la  même  pour  tous  les  points  du  corps  : 
proposons-nous  de  déterminer  cette  vitesse.  Pour 
cela ,  considérons  le  point  situé  sur  l'axe  des  z  à  une 
distance  de  l'origine  égale  à  l'unité.  Nous  aurons  pour 
les  coordonnées  de  ce  point  a:z=:o,  jr=zo,  z=  i  : 
sa  vitesse  absolue  sera  donc 


En  divisant  cette  vitesse  par  la  distance  du  point  à 
l'axe  instantané  de  rotation^  on  aura  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  corps  ;  cette  distance  est  égale 
au  sinus  de  l'angle  que  fait  l'axe  de  rotation  avec 

l'axe  des  z,  angle  dont  ~  exprime  le  cosi- 

nus;  la, vitesse  angulaire  cherchée  sera  donc 


\/{dd'^^^'^dc'^) 


en  observant  que  par  les  équatioii&  de  condition  (/7  )  ^ 

{p*-\-ei'),dt*=:dc*+dc'^'^dc'*-^{cdc+c'dcf+c'dc'), 

et  que  Téquatioa  c*  •+-  ^'^  •+•  ^'*  =  i  donne  en  diffé^ 
rendant  crfc  +  c'&' -f- c'^' =  o. 

Si  l'on  nomme  donc  et^  C^y,  les  angles  que  l'axe 
instantané  de  rotation  fait  avec  les  axes  des  3^ y  àesy 
et  des  z^y  et  p  la  vitesse  de  rotation  y  on  aura 

p  =:  p.cosuy      ç  z=2  p.cosSy      r=z  p.cosy. 

On  peut  encore  y  au  moyen  des  quantités  /?,  ç,  r, 
donner  une  forme  très  simple  à  l'expression  de  la 
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force  vive  du  corps.  En  effets  si  Ton  désigne  par  T 
cette  quantité^  on  aura 


•-  '  •.." 


T=s.(^::±^±^y;„. 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation ,  pbun*^^ 

^  et  ^ ,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (  i  ) ,  en 
observant  qu'on  a,  comme  nous  venons  de  le  dire, 

on  trouvera 

Cette  expression  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Il  siiit  de  ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  le 
mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe, 
ou  supposé  tel,  ce  mouvement  peut  être  regaâr^ 
comme  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe  pendant  l'instant  dt.  mais  dont  la  position  varie 
dun  instant  à  l'autre.  Les  trois  variables;?,,^,  TJ?^ 
terminent  cet  axe  par  rapport  aux  axes  principaux;; 
elles  font  connaître  aussi  la  vitesse  de  rotation  du 
corps.  Quant  à  la  position  des  ax^  principaux  d»3S 
l'espace,  on  la  déterminera,  comme  nous  l'avons  dît^ 
an  moyen  des  équations  (e?),  quand  les  valeurs  de 
Pf  qy  r  seront  connues,  et  là  situation  du  corps  sera 
ainsi  complètement  fixée. 

34*  Donnons  quelques  applications  des  formules 
précédentes.  Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  le 


•  • 
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mouvement  de  rotation  d'un  corps  qui  n'est  soumis  à 
Faction  d'aucune  force  accélératrice ,  et  qui  tourne  à 
très  peu  près  autour  d'un  de  ses  axes  principaux  ^ 
comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre  et  les  planètes.  L'ana- 
lyse de  cette  question  nous  fera  découvrir  de  nou- 
velles propriétés  très  importantes  des  axes  principaux. 
Dans  ce  cas^  les  seconds  membres  des  équations  (C) 
sont  nuls,  et  l'on  a  d^abord  à  intégrer  les  trois  équa- 
tions suivantes  : 

AJ/?  +  (C  — ■  B) .  ^r .  rf/ ==10 , 
Bdif+(k  —  C).rj}.dl=:o,}     (h) 
Cdr  +(B  — 4t)./?7.«&=o. 

Supposons  que  le  troi^ème  axe  principal  soit  celui  au- 
tour duquel  le  mouvement  s'effectue  à  très  peu  près, 
le  sinus  de  l'angle  que  forme  avec  lui  l'axe  instantané 

de  rotation  sera  -— -^=^====  :  et  comme  cet  angle  doit 

toujours  demeurer  très  petit  par  la  suj^sition ,  petq 
seront  aussi  de  très  peâtes  quantités.  Si  l'on  néglige 
donc  leur  produit  dans  la  dernière  des  équations  pré- 
cédentes, elle  se  réduit  à  Cdr=o;  d'où  Ton  tire  r=n, 
en  désignant  par  72  une  constante  arbitraire.  La  vitesse 

angulaire  de  rotation  est  \p*  +  y  * + r*;  en  négligeant 
le  carré  de  p  et  de  9,  elle  est  donc  égale  à  n,  et  par 
conséquent  elle  est  à  très  peu  près  constante.  Les 
deux  premières  équations  (  À  )  deviennent  ainsi 

A^dp  +  (Ç  —  ^).nç.dt=^  o , 
Bdqrh  (A  —  C).np.d€=:  o. 
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Pour  satisfaire  à  ces  équations  y  faisons 

^  =  ^.sin(&  +  A:),       ^  =  A^cos(&  +  A:); 
la  substitution  de  ces  valeurs  douneoa 

Àtt4-(C  — B)./iA'=;o^ 

B/A'+(C  — A)./ïA=o; 
d'où  Ton  tire 

les  deux  constantes  /  et  V  seront  donc  déterminées 
par  ces  équations ,  et  les  constantes  ^  et  A:  demeure- 
ront arbitraires.. 

Les  valeurs  de y?^  q^r  étant  connues^  il  ne  reste 
plus  à  trouver  que  celles  des  angles  4>^  4^  6 'qui  dé- 
terminent la  position  des  axes  principaux  dans  l'es- 
pace. On  peut  le  faire  d'une  manière-très  simple  dang 
ce  cas.  Eu  effet,  les  deux  premières  jéquations  (c)  du 
n""  3o  donnent,  en  éliminant  iiî^> 

^  3=s  an  ^.j^F^  i.^  COB-^.;'€&. 

L'angle  d  est  donc  une  très  petite  quantité  du  m£me 
ordre  que  ;;  et  q.  Si  Ton  néglige  le  caiTe  de  0^  1^ 
denuèrè^  de  ceâ  équations  devient 

dp  —  d^unHU't 

t 
■    ■•,'.  ■  *  ' 

d'où,  en  intégrant ,  on  tire 
c  étant  une  constante  arbitraire. 


f,  t 
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Snpposons  maiotenaat 

les  deux  premières  équations  (c)  n*^  5o,  en  y  substi- 
tuant pour  d-\/  sa  valeur^  et  négligeant  toujours  les 

termes  du  second  ordre  par  rapport  à  0 ,  donneront 

."  •   ■  • 
ds  H-  ru.dt  zzz'-^pdt^       du'^rs.dt:=:  qdi. 

Si  dans  pas  équations  on  remplace  Pf  ^fr  par  leurs 
valeurs^  on  aura  deux  équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre  entre  les  inconnues  ^  et  w,  et  l'on  y 
satisfera  en  fîtisant 

fi^  g  jetant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

La  question  est  ài^si  complètement  résolue ,.  puis- 
que les  quantités  ^  et  u  étant  connues  en  fonction 
du  temps,  ôb^finr»  à  cbdqcie  Instant  les  valeurs  des 
angles  (p  ejt  0 ,  et  par  suite  celle  d.e  •4/  qui  est  déter^ 
mîiyé  en  fonctiox\  dé  ç  et  de^.  L -introduction  dés  va- 
riables s  et  ii  ;  qui  sont  toujours  die  très  ^Hetitqs  mian^ 
du  même  ordre  que  sih  &,  {adUte  la  solution  de  ce  pro- 
blème; elle  est  duc^àLagrangei  dtl'on  verra  qu'elle  est 
de  la  plus  grande  utilité  dans  la  théorie  iç  la  Lune. 

La  forme  des  valeurs  Se  p  et  ^  donne  lieu  à  une 
remarque  importance*  La  constante  h  dépend  de 
l'angle  que  fait  à  l'origine  du  mouvement  l'axe  ius- 


.  i    *  •  . 
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tantanë  de  rotation  avec  le  troisième  axe  principal  : 
si  cet  angle  y  au  lieu  d'être  très  petite  est  suppose 
nul p  on  aura  pour  cet  instant  pssso  et  ^  =  0,  et 
par  conséquent  A  =  o  et  Af  =  o.  Les  quantités  p  etif 
seront  donc  nulles  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment f  et  Taxe  de  rotation  coïncidera  toujours  avec 
le  troisième  axe  principal.  Il  suit  de  là  que  si  le  corps 
commence  à  tourner  autour  d'un  de  ses  axes;  prin- 
cipaux^ il  continuera  à  se  mouvoir  uniformément 
autour  de  cet  axe  ^  et  c'est  par  cette  raison  que  ces 
axe&  ont  été  nommés  axes  naturels  de  rotation^.  Ré- 
ciproquement^ si  l'axe  instantané  demeure  immobile  > 
on  est  assuré  qu'il  est  un  des  axes  principaux  du 
corps*  En  effet,  pour  que  l'axe  de  rotation  conserve 
la  même  position  dans  l'intérieur  du  mobile  ,  il  faut 
que  les  trois  quantités  p^  q,  r  soient  constantes ^  ce 
qui  donne  dpzs=.o,  dq^^io^  drssLo;  les  trois  équa--^ 
lions  (  h)  deviennent  donc 

(C  — B),9r.d/  =  o,      (A  — C),fy^.rf^s==o, 

(B — h).pq.diz=so. 


Sï  les  tf^  momens  d'inertîe  A ,  B^  C  sont  inégaux  ^ 
il  faudra ,  pour  satisfaire  à  ces  équations  ;  supposer 
nulles  deux  dés  quantités  p^  q  ^^i  alors  Taxe  iiistàn- 
toné  QOïiicîde  avec  l'un  des  axes  principaux.  Si  deux 
dé  ces  momens  sont  égaux,  si  l'on  suppose,  par 
exeâipU,  As=B,  la  dernière  des  équations  précé- 
dentes est  identiquement  nulle  ^  et  Ton  satisfait  aux 
deux  premières  en  supposant  /*  =^  o.  L'axe  de  rota- 
tion est  alors  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
troisième  axe  prindpal  ;  mais  nous  avons  vu  n^  32 , 
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qu'alors  tous  les  axes  compris  dans  ce  plan  sont  des 
axes  principaux.  Enfin  ^  si  Ton  a  à  U  fois  A=r:B£=  C  ^ 
ççs  trois  équations  seront  satisfaites  indépendamment 
de  toute  valeur  donnée  kpfq^r;  niais^dans  ce  cas^ 
tous  les  axes  du.  corps  sont  des  axes  priticipaux. 

La  propriété  d^être  des  axes  invariables  de  rota- 
tion convient  donc  exclusivement  aux  axes  princi- 
paux; mais  il  y  a  à  cet  égard  une  distinction  à  éta- 
blir entre  eux.  En  effet  ^  remarquons  que  ,  pour  que 
les  valeure  de  p  et  de  (j  demeurent  toujours  très 
petites^  comme  nous  supposons  qu'elles  le  sont  à 
Torigine  du  mouvement,  il  ne  suffit  pas  que  les 
constantes  h  et  h'  soient  très  petites  ^^  il  faut  encore 
que  la  valeur  dé  la  constante  /  soit  réelle  ;  sans  cela 
le;». sinus  et  cosinus  que  renferment  les  quantités  p 
et  ç  se  changeraient  en  es;ponentieUes^^  dont  les  ex^ 
ppsans  seraient  proportionnels  h  t,  et  ces  valeurs 
par  conséquent  pourraient  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Ainsi ,  dans  le  premier  cas  ^  Taxe  ii^tan- 
tané  ne  fera  que  de  petites  oscillations  autour  de 
l'axe  principal  ;  mais  ,  dans  le  second  ,  il  pourra 
s'en  çcarter  considérablement  y  quelque  rapprochés 
qu'aient  été  ces  deux  axes  dans^  Torigine.  .Or,  pour 
que  la  va^eui^  de  /  soit  réelle ,  il  faut  que  le  produit 
(A  —  Ç) .  (Ç  — r  C).  soit  positif^  c'est-à-dire  que  le 
moment  d'inertie  C,  relatif  à  l'axe  principal  autour 
duquel  osçillç  l'axe  instantané^  soit  le  plus  petit  ou 
le  plus  grand  des  trois  momeils  d'inertie  A,  B,  C. 
Il  s'ensuit  que ,  si  le  mouvement  du  corps  a  com- 
mencé autour  d'un  de  ses  axes  principaux ,  et  qu'une 
force  perturbatrice  quelconque  dérange  infinimenjt 
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peu  son  axe  de  rotation  ^  le  corps  continuera  de  tour-* 
ner  à  très  peu  près  autour  de  l'axe  principal ,  si  la 
quantité  (A  — ^  C)  .  (B — C)  est  positive  j  mais ,  dans 
le  cas  contraire ,  l'axe  de  rolation  s'en  écartera  indé- 
finiment y  et  il  suffira  alors  de  la  cause  la  plus  légère 
pour  changer .  totalement  la  nature  du  mouvement. 
Ainsi  le  mouvement  de  rotation  e^i  stable  par  rap- 
port aux  deux  axes  principaux  qui  répondent  au 
plus  grand  et  au  plus  petit  moment  d'inertie ,  et  il 
ne  Test  pas  relativement  au  troisième. 

55.  Considérons  maintenant  d'une  manière  géné- 
rale le  mouvement  d'un  corps  qui  n'est  animé  par 
aucune  force  accélératrice ,  et  qui  peut  se  mouvoir 
librement  autour  d'un  point  fixe^  différent  ou  non 
de  son  centre  de  gravité.  Reprenons  les  équations  {h) 
du  n*  précédent. 

hdp  -f-  (C  -ri-  B).yr.  dt  •=.  Of\ 
B^  +  (A  — C)./7?,d^=  o,  >    {h) 
Crfr  +  (B  —  k).pq.dt  =  o.  ) 

Si  Ton  multiplie  la  première  par  p^  la  seconde  par  qy 
la  troisième  par  r^  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  intègre 
leur  somme;  on  aura 

A;>V+ %»  +  Cr»  =  A.       (i) 

Si  l'on  multiplie  ces  mêmes  équations ,  la  première 
par  A/?;  la  seconde  par  B^^  la  troisième  par  Cr/ qu'on 
les  ajoute  et  qu'on  intègre  l'équation  résultante,  on  aura 

A»;?»  +  B*7»  +  CV  =  k%       (3) 
/i  et  A  étant  deux .  constantes  arbitraires. 
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La  première  intégrale  est  l'expression  de  Ik  force  ^ 
vive  trouvée  n*  S3j  elle  montre  que  cette  force  est 
constante,  conformément  au  principe  énoncé  u®  a^.     1 

Des  deux  équations  précédentes^  on  tire 

•  —  ^'— BA  +  (B  — Q.Cr» 
9  —  (B-.A),B 

Si  Ton  substitue  pour  p  et  q  leurs  valeurs  dans  la 
dernière  des  équations  (A),  et  qv^on  la  résolve  par 
rapport  ^^dty  on  aura 

dt^^  —  ■       ■       ■■■  '     ■  -- —  (3) 

Cette  équation  donnera  par  les  quadratures  la  va- 
leur de  t  en  r,  et  réciproquement  la  valeur  de  /'  en 
fonction  da  t;  cette  valeur  substituée  dans  les  équa- 
tions (it)  fera^  connaître  à  chaque  instant  les  valeurs 
Aep  et  q.  Mais  l'intégration  d'où,  dépend  la  valeur 
de  t  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie,  que  dans  le 
cas  où  deux  des  t^ois  momenà  d'inertie  A,  B,  t  sont 
égaux  entre  eux.  \ 

Les  trois  quantités  p^  q^  r  détermineiit,  n®  53,  les 
mouvement  <îu  corps  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux» Il  reste  à  déterqiûiar  les  trois  loties  ^^  4^»  6 
qui  fixant,  la  position  de  ces  axes.  A|i  lieu.de.  recourir 
pour  cela  aux  équations  (c)  a""  3o  i  on  peut  trouver 
trois  nouvelles  intégrales  des  équations  (h)  qui  facili- 
teront cette  recherche.  En  eflFet,  si  l'on  multi^ie  la 
premièi^  de  ces- équations  par  a,  la  seconde  par  h,  la 
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troisième  par  c;  qu'on  les  ajoute  ^  et  qu'on  intègre 
leur  sommes  qu'on  répète  la  même  opération  par 
rapport  à  d^  Vy  c\  et.  par  rapport  à  a",  b'\  d\  en 
âdsant  attention  aux  équations  (/?  )  n"*  29^  et  aux  re- 
lations {ni)y  (n)^  u®  28^  on  aura 

l^  Vj  V  étant  trois  constantes  introduites  par  Tinté- 
gratïon.  Ces  équations ,  qui  coïncident  avec  les  équa- 
tions (0  ^  29,.  renferment  le  principe  des  aires. 

Si  ces  trois  intégrales  étaient  réellement  distinctes 
entre  elles,  on  en  tirerait,  sans  nouvelle  intégration , 
les  valeprs  de  ^,  4*^  0>  au  moyen  de  celles  àepyiff  r, 
qu'on  peut  regarder  comme  déterminées.  Mais  Fune 
quelconque  de  ces  équations  rentre  dans  les  deux  aut^s, 
en  vertu  de  Téquation  (2).  En  effet,  si  Ton  ajoute  en- 
semble leurs  carrés,  on  voit  quie  cette  somme  se  réduit  à 

équation  qu\ ,  en  la  comparant  a,  l'équation  citée , 
donne  entre  les  constantes  Je,  /,  T,  P^,  Véquàtion  de 
conidrtiôri 


Les  équations  (l)  ne  pourront  donc  servir  qu'à  dé- 
terminer deux  des  inconnues  ^ ,  4  ^  ^  j  il  faudra  néces- 
sairement  recourir  aux  équatiops  (c)  pour  dëtermi^ 
ner  la  troisième^  ce  qui  exige  par  conséquent  une 
nouvelle  intégration. 

Pour  rendre  cette   intégration  possible,  on  est 


i4o  THÉOME  ANALYTIQUE 

obligé  de  faire  une  hypothèse  sur  le  choix  des  plani  ^ 
coordonnes^  que  nous  avions  jusqu'ici  regardé  comme  ^° 
arbitraire.  On  suppose  que  l'un  d'entre  eux  se  confond  *3 
avec  le  plan  quç  nous  avons  nommé  invariable  n°  23.  ^ 
La  propriété  qui  le  caractérise >  c'est  que  la.  somme  ^ 
des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des.  élémens  ^ 
du  corps  pendant  lé  temps  C,  et  multipliées  par  les  £ 
masses  de  ces  élémens,  est  un  maximum  par  rapport  . 
à  ce  plan,  et  qu'au  contraire  par  rapport  à  tout  plan 
qui  lui  est  perpendiculaire,  elle  est  égale  à  zéro»  i 
Les  constantes  />.  1%  t'  répondent  ici  aux  constantes 
c,,ç',  c"  du  n**  23  ;  cette  somme,  relativement  au  plan 

invariable  ,  est  donc  égale  à  j  f .  V*  +  /'•+/"■  ;  et  en 
désignant  par  gl,  €,  y  les  angles  que  forme  la  perpendir 
çulaire  à  ce  plan  avec  les  axes  des  x ,  des  j*  et  des  z ,  on  a 

COS  Ot=î=T,   COSb=T,    COST/SSSt-. 

Si  l'on  prend  ce  plan  invariable  pour  plan  des  x  x, 
on  aura  /pso,  f;==o,  t'zazk,  et  les  équations  (/) 
se  réduiront  aux  suivantes 

d'où  l'on  tire,  en  verto  des  équations  (m),  n*  28, 

a  — .  ^  ,  »^  —  ^  ,  c  _  ^ , 
OU  biea ,  en  mettant  pour  a'^,  £  >  d' leurs  valeurs  n""  nS^ 

Nous  désignons  ici  par  ^^,  4/^6;  ce  que  deviennent^ 


r 
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relativement  au  plan  invariable ,  les  angles  ^^  4^  ^ 
qui  se  rapportent  à  un  plan  fixe  quelconque. 

Ces  équations  donneront  immédiatement  les  va- 
leurs des  angles  ^^  et  6^  en  fonction  du  temps  au  moyen 
des  valeurs  connues  de  p,  q,  r.  Pour  déterminer  le 
troisième  angle  :4/^  éliminons  ^6  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (c)  ;  nous  aurons 

sin*  9^  .â^f  =  sin  8^  .sîn  ^^.pdt'i^ûnB^.cos  ^^.qdc; 
éqaaftion  qui ,  en  vertu  des  précédentes ,  devient 

*  '     '        '  *  '  '  . 

d'oii^  en  observant  que  A/^^+'By*  s»  A^— Cr*,  on  tire 

Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  dt  sa  valeur^ 
on  trouve 

'y  ~~!  ■      »  '         •     .  •    .  ■  ■■■■■—■■  •  •  (  n  ) 

V    (it*-CV).V/[^-BA-t-(B-C).Cr»].[-/r»+AA+CC-A).CH!]     ^ 

Cette  formule  donnera  par  les  quadratures  4/  ^n 
fonction  de  r,  et  par  suite  4/  ^^  fonction  du  temps. 

On  connaîtra  donc  à  chaque  instant  les  valeurs  des 
six  variables  p,  q,  r,  ^/ ,  4  /  >  ^/  >■  ^^  V^^  suffit  pour  dé- 
terminer toutes  les  circonstances  du  mouvement  du 
corps.  Ces  valeurs  renferment  quatre  constantes  ar- 
bitraires^ savoir,  les  constantes  het  k,  et  les  deux  cons- 
tantes qui  sont  introduites  par  l'intégration  des  va- 
leurs de.ii^  et  de  <i4/'  ^^^  intégrales  d'où  dépend  la 
solution  complète  du ,  problème  devraient  générale- 
ment contenir  six  arbitraires;  mais  il  faut  remarquer 
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qu'en  prenant  pour  plan  dès  x  et  des^,  le  plan  prin-  f 
cipal  de  projection ,  noua  ayons  fait  disparaître  deux  \ 
de  ces  arbitraires^  puisque  cette  supposition  a  donné  ^ 
/=o,  t=:Oy  et  que  d'ailleurs  les  angles  ^^|  4/^  ^/>  * 
dont  nous  tenons  de  déterminer  les  valeurs^  ne  sont  '^ 
relatifs  qu'à  ce  même  plan.  Il  sera  facile^  lorsqtte  ces  ' 
valeurs  seront  connues^  d'avoir  celles  des  angles  ^|%[/^  9^ 
qui  se  rapportent  à  un  plan  fixe  quelconque  ^  par  les 
formules  de  la  Trigonométrie  sphérique ,  et  cette  de» 
terminaison  introduira  deux  nouvelles  constantes  dé^ 
pendant  de  la  position  du  plan  invariable  par  rapport 
au  plan  fixe  ^qui^  jointes  aux  quatre  précédentes^  com- 
pléteront le  nombre  desconstantes  arbitraires  demandé. 
En  effet  ^  désignons  par  y  l'inclinaison  du  plan  in- 
variable sur  le  plan  fî^e^  par  cl  l'angle  que  forme 
avec  une  droite  menée  sur  le  dernier  de  ces  plans 
leur  commune  intersection ,  et  considérons  le  triangle 
sphérique  intercepté  entre  ces  deux  plans  et  le  plan 
qui  renferme  les  axes  principaux  des  x'  et  des  y. 
D'après  la  désignation  donnée  aux  quantitées  cp  ^  4  ^  ^^ 

angles  de  ce  triangle  seront  > ,  ô,  200**-ô ,  et  les  côtés 
respectivement  opposés  ^ — ^^,  4"~*^  ®*  4/  >  ^^  ^P* 
posant  que  l'angle  4  9  T^  ^  compte  sur  le  plan  in- 
variable à  piirtir  d'une  ligne  arbitraire^  soit  dompté 
à  partir  de  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  fixe. 
On  aura  donc  par  les  formules  connues 

.cos6  =  cosj^.cosfl^-^- sinj/.sinfl^.cos^/^ 
sin  (^  — r  ^  J .  sin  â  =  sin4//-sîi2>^ 
.  sin(4-^0t)^.sin8  =  sin4/«sin  9^. 
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ss  équations  donneront  les  valeurs  des  trois  angles 
^  ^l^,  6^  an  moyen  des  angles  ^^,  \(/^,  0^,  et  des 
mx  arbitraires  ^ety,  qui  dépendent  de  la  position 
a  corps  <à  l'origine  du  mouvement. 
n  ne  nous  reste  plus ,'  pour  achever  la  solution  du 
roldèmis  que  nous  venons  de  traiter^  qu'à  montrer 
QOiment  les  si^  constantes  qui  servent  à  la  compléter 
leayent  se  déterminer  d'après  les  circonstances  ini- 
iales  du  mouvement.  Pour  cela^  supposons  que  le 
Xirp6  ait  reçu  une  impulsion  primitive  quelconque^  qui 
le  passe  pas  par  son  centre  de  gravité  ;  soit  (^  la  vitesse 
{ue  cette  force  imprimerait  à  la  masse  m,  regardée 
x>mme  un  point ,  en  sorte  que  mu  soit  la  mesure  de 
»on  intensité^  et  soit  de  plus  f  la  distance  de  sa  direc* 
don  au  point  fixe  autour  duquel  le  corps  est  forcé  de 
tourner;  mi^ sera  son  moment  par  rapport  au  même 
point.  Quelles  que  soient  les  quantités  de  mouvement 
dont  sont  animés  les  diffei^ens  points  du  mobile^  il 
est  évident  que  l'impulsion  primitive^  prise  en  sens 
contraire  de  sa  direction^  doit  leur  faire  équilibre; 
d'où  il  suit  que  la  somme  des  momens  de  toutes  ces 
forces  projetées  sur  un  même  plan  doit  être  égale  à 
zéro.  Or,  le  moment  de  la  force  mif  est  le  plus  grand 
possible  relativement  au  plan  qui  passe  par  sa  direc- 
tion et  par  le  point  fixe  ;  ce  plan  est  donc  le  plan 
invariable.  La  sonune  des  aires  décrites  pendant  le 
temps  tj  par  lés  rayons  vecteurs  des  molécules  du 
corpSy  projetées  sur  ce  plan  et  multipliées  respective^ 

ment  par  ces  molécules,  est  1 1 . \/^*+  ^'H- r*= ^  t .  k. 
Si  l'on  multiplie  par  ^t  le  moment  /tip^  le  pro- 
duit doit  ètre^   par  ce  qui  précède^   ^al  à   cette 


T 
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somme*  On  aura  donc  A:  =  /wp/'pour  déterminer  la  • 
constante  k.  ^ 

Si  l'on  suppose  connue ,  à  l'origine  du  mouvertient ,  ' 
la  position  des  trois  axes  principaux  du  corps  relati- 
vement au  plan  invariable ,  les  angles  (p^  et  fl^  seront 
donnés 9  et  Ton  aura,  par  les  équations  (o),  les  va- 
leurs de  p,  q,  r  à  l'origine  du  rnouvementj  en  les 
substituant  dans  la  première  intégrale  (i)^  la  valeur 
de  la  constante  k  sera  détentûnée. 

Quant  aux  deux  constantes  qui  résultent  de  l'inté- 
gration des  valeurs  de  dû  et  de  d^^  ^  la  première  dé- 
pendra de  l'instant  d^où  l'on  comptera  le  temps  ^  et 
la.secondjs  de  l'origine  de  l'angle  4^^  cpi^  ^'oi^  P^^^ 
prendre  arbitrairement  sur  le  plan  invariable. 

jEnfîn ,  les  deux  constantes  a  et  y,  qui  déterminent 
ce.  plan  par  rapport  à  un  autre  plan  fixe  quelconque , 
seront  cpnnues^  puisque^  sa  position  initiale  est  sup- 
posée donnée. 

En  rassemblant  les  résultats  précédens,  on  voit/ 
n®  2^,  que, ai  un  corps  de  figure  quelconque  reçoit 
une  impulsion  primitive  qui  ne  passe  pas  par  son 
centre  de  cavité,  ce  point  sera  emporté  dans  l'espace 
comme  si  l'impulsion  lui  était  directement  appliquée, 
et  que  le  corps  prendra ,  autour  de  ce  centre ,  le  même 
mouveiiient  que  s'il  était  immobile.  Ces  principes 
servent  à  expliquer  comment  le  double  mouvement 
de  translation  et  de  rotation*  des  planètes ,  qui  parait 
au  premier  abord  si  compliqué ,  a  pu  résulter  d'une 
seule  impulsion  primitive  qui  ne  passait  pas  par  leur 
centre  de  gravité.  En  supposant  la  Terre  une  sphère 
homogène,  dont  le  rayon  est  R,.et  nonftnant  f  la 
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distance  de  la  direction  de  l'impulsioii  primitive  à 
son  centre  9  on  trouve  qu'en  vertu  du  rapport  qui 
erkte  entrç  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  cette 
planète^  et  sa  vitesse  de  révolution  autour  du  Soleil , 
il  £Btnt  qu'on  ait^  à  très  peu  près,  /=  liô-R. 

36.  Déterminons  enfin  le  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide  retenu  par  deux  points  ou  par  un  axe 
fixe.  Au  lieu  d'employer  les  équations  (C)  du  n""  5o,  il 
est  plus  simple  dans  cette  recherche  de  recourir  aux 
équations  primitives  (a)  du  n*  2^.  Prenons  l'axe  fixe 
dé  rotation  pour  l'un  des  axes  coordonnés,  pour  celui 
des  x,  par  exemple  j  supposons  cet  axe  horizontal 
ainsi  que  l'axe  des  j',  et  l'axe  des  z  vertical  et  dirigé 
vers  le  centre  de  la  terre  ;  supposons  de  plus  que  le 
plan  des^z,  dont  la  position  est  arbitraire,  passe  par 
le  centre  de  gravité  du  corps  :  la  dernière  des  équa- 
tions (a)  n*  27  suffira  pour  déterminer  dans  ce  cas 
toutes  les  circonstances  du  mouvement.  On  aura  donc 

Faisons  passer  un  plan  par  l'axe  de  rotation  et  par 
le  centre  de.  gravité  du  corps;  il  est  clair  qu'il  suffira 
de  combattre  là  trace  de  ce  plan  sur  celui  des^is  pour 
avoir,  à  chaque  instant  ^  la  position  du  mobile.  Pre- 
nons cette  ligne  pour  l'un  des  axes  de  nouvelles 
coordonnées  y,  j^,  et  nommons  0  l'angle  que  forme 
cet  axe  avec  celui  des  2;  on  aura 

jr  —y  cos  fl+i'  sin  9 ,     ;5=— y  sîn  Q+z'  cos  fl. 

L'eqpaation  (a)  devient  en  7  «substituant  ces  valeurs 
Tome  I.  10 
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^ ;  S . ( /«-f- 2^). finas -^S .  ( jZ — sY) .  f/m. 


>  . 


L'ioAégnale  S.{y^-\-z'^).dm  est  le  moment  dlnertic 
du  corps  par  rapport  à  Taxe  des  x\  en  désignant  donc 
par  A  ce  inoraent^  l'ëqntfion  du  mouvement  de  rota- 
tion sera  simplement 

X.^  =  —  S.(jrZ  —  zY).dm.      (b) 

Supposons  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  ac- 
célératrice qui  agisse  sur  le  corps  que  nous  considé- 
rons; il  forme  alors  ce  que  l'on  nomme  un  pendule 
composé^  et  Ton  a  Y=o  et  Z^=g;  en  désignant  par  g 
Fintensité  de  la  pesanteur.  Par  conséquent 

Puisque  l'àxe  des  !^  passe  par  le  centre  de  gravité , 
oh  a  S  .y dm  =  o,  et  S.z^dm^^Ma ,  en  nommapt  a  la 
distance  de  ce  centre  à  rorî^girie,  et  M  la  masse  du 
corps  ;  l'équation  (b)  devient  ainsi. 

A.^= — Mog.sinO. 

Blultiplious  le$  deux  membres  de  cette  équation 
par  2dA  et  intégrons  ;  nous  aurons 


dé-_iiUag         n  .  r  . 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  expression  est  le  carré  de  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  du  corps.  Ea  résolvant  l'équation  "précé-^ 


DU  SYSTÈME  BU  SfOHDE.  147 

dente  par  rapport  k  dt,  et  en  l'intëgrant  ensuite ,  pn 
aura  t  en  fonction  de  0,  et  réciproquement  6  eu 
fonction  du  temps. 

Imaginons  le  mobile  réduit  à  un  point  lié  à  Taxe 
des  œ  par  une  droite  inflexible  /;  on  aura  /=a  et 
A=S.(7*+z*).rf/'ï=M/*;  par  conséquent 

^  =  2£.cosO  +  C. 

Cette  équation  coïncide  avec  celle  que  nous'  avons 
donn^  n®  17  pour  détemiiner  les  oscillations  du  pen- 
dule ample  ;  en  la  comparant  à  la  précédente ,  ou  yoit 
que  les  deux  corps  oscilleront  de  la  même  manière  si 

•mm  I 

Ton  fait  /=—,  et  si  Ton  suppose  qu^ils  ont  les  mêmes 

vitesses  initiales ,  lorsque  leurs  centres  de  gravité  sont 
dans  la  verticale^  c'est-à-dire  lorsque  Tangle  6  estnuL 
On  pourra  donc  toujours  déterminer,  par  la  formule 
préc^ente,  la  longueur  du  pendule  simple  qui  Êdt 
ses  oscillations  dans  le  même  espace  de  temps  qu'un 
pendule  composé  donné. 

On  peut  conclure  de  là  qu'il  existe  dans  tout  pen^ 
dule  composé  un  système  de  points  qui  oscillent 
comme  s'ils  étaient  isolés  et  détachés  du  corps.  Cçs 
points  sont  situés  dans  le  plan  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité  et  l'axe  de  suspension^  sur  une  droite 
parallèle  à  cet  axe.  On  nomme  ces  pœnts  centres 
^oscillation. 


lO.. 
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CHAPITRE  VI. 


■6: 


De  V Équilibre  desjluides. 


V   .        • 


37.  Un  fluide  est  un  amas  de  molécules  matérielles 
cfui  cèdent  sans  résistance  au  moindre  effort  que  Ton 
fait  pour  les  séparer.  Cette  extrême  mobilité  qui  carac*^ 
ténse  les  fluides  et  les  distingue  des  corps  solides , 
exige  de  nouvelles  considérations  pour  découvrir  les 
lois  de  leur  équilibre .,  et  fait  de  cette  partie  de  la 
Mécanique  une  science  à  part.  En  effets  il  ne  suffit 
plus  ici  que  les  forces  appliquées  au  corps  qui  leur 
sert'd^ntermédiaire  se  fassent  équilibre ,  il  faut  encore 
que  chaque  particule  du  fluide  sait  elle-même  en 
équilibre,  en  vertu  des  forces  qui  Tanlment  et  des 
résistances  qu^ellé  éprouve  de  la  part  des  molécules 
environnantes.  Exprimons  analytiquement  ces  con-^ 
ditions. 

Parmi  les  propriétés  particulières  aux  fluides,  celle 
qui  paraît  la  plus  propre  à  s'adapter  au  calcul  et  à 
guider  dans  cette  recherclie ,  est  la  faculté  qu'ils  ont 
de  transmettre  également  et  dans  tous  les  sens  la 
pression  qu'on  exerce  a  leur  surface.  En  effet,  on 
peut  regarder  la  pression  que  supporte  chaque  élé- 
ment de  la  masse  fluide  comme  une  force  qui  agit 
sur  lui;  cette  force  varie  pour  chaque  point  de  la 
masse/  et  peut  s'exprimer  par  conséquent  en  fonction 
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dEçs  coordonnées^  qui  determinient  sa  position»  La  di^ 
tëremoer  des  pressions  qui  s'exercent  sur  deux  faces 
opposées  et  parallèles  de  cet  élément  ^  est  la  forœ  qui 
tend  à  le  mouvoir  dans  une  direction  perpendiculaiise 
à  ces  faces  ^  et  dont  Fefl^t  doit  être  détruit  par  les 
forces  accélératrices  qui  Taniment;  d'où  il  suit  que 
si  l'on  considère  la  masse  fluide  comme  une  infinité 
de  petits parallâépipèdes  rectangulaires^  dont  les  trois 
dinronsions  sont  lès  éléraens  infiniment  petits  des 
coordimnées  qui  fixent  leur  position  ;  qu'on:  suppôt 
toùtes^  les  Cdvces  accélératrices  qui  agissent  sur  elle 
décomposées  parallèlement  à  ces  axes  y  on  aura  im- 
médiatement trois  équations  aux  différences  partielles 
eiitre  ces  forces  et  la  pi*ession  qui  en  résulte^  d'où 
Ton  pourra  déduire^  au  moyen  du  calcul  inlégral, 
la  mesure  de  cette  force ,  et  les.  relations  qui  doivent 
exister  entre  les,  forces  accélératrices  données  pour 
que  l'équilibre  soit  possible. 

Toute  la  théorie  de  l'équilibre  des  fluides  ekt  reiv- 
ferméè  dans  ces  trois  équations  générales ,  auxquelles 
Qairaut  est  parvenu  le  premier,  mais  qu'il  avait  dé- 
duites d^une  manière  moins  directe  et  moins  simple 
du  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tout  sens.  Nous 
allons  développer  ces  équations,  qui  nous  seront  de 
la  plus  grande  utilité  dans  la  théorie  de  la  figure  dès 
corps  célestes. 

On  divise  ordinairement  les  fluides  en  deux  espèces  : 
les  uns  incompressibles ,  comme  Teau  et  les  autres 
liquides ;^  ils  peuvent  changer  de  formé,  mais  isaus 
changer  de  volume  ;  les  autres ,  tels  que  l'air,  les  gaz , 
les  vapeurs>  peuvent  changer  à  la  fois  de  figure  et  de 
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Tolume  ;  ils  tendent  toajours  à  se  dilater  et  h  occuper 
un  plus  grand  espace  >  et  Texperience  a  prouve  que 
Tefiort  qu'en  yertu  de  cette  propriété  ils  exercent  contre 
les^  parois  des  yases  qui  les  renferment  estv  pour  un 
même  fluide  pris  à  la  même  température ,  proportion- 
nel à  la  densité  ;  en  sorte  que  si  Ton  nomme  p  cet 
«Sort,  qu'on  appelle  aussi  H  force  élastique  du  fluide^ 
€t  p  sa  densiié,  on  sl p^s=ik.p;  k  étant  une  constante 
qui  dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de  la  tempéra- 
ture^  Le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens 
s'applique  également  à  ces  deux  espèces  de  fluides , 
ainsi  que  les  conséquences  que  nous  en  allons  déduire. 

58.  Considérons  une  masse  fluide  sollicitée  par  des 
forces  accélératrices  quelconques.  Soient  dm  un  des 
élémens  de  cette  masse  ^  que  nous  regarderons  comme 
un  petit  parallélépipède  rectangulaire  ;  a:,  jr,  z,  les 
coordonnées  de  l'angle  solide  le  plus  rapproché  de  leur 
arigiâe;  le  yolume.de  cet  élément  pourra  être  repré- 
senté par  dlrc^^^  >  et  en  nommant  p  sa  densité,  on 
aura  dm's=zf.dxdj'dz.  Désignons  par  X,  Y^  Z,  les 
trois  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  dm  parallè- 
lement aux  axes  des  coordonnées.  ILdm  y  Ydm ,  Zdm 
seront  les  forces  motrices  qui  sollicitent  cet  élément 
dans  la  direction  des  mêmes  axes. 

Nommons  p  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  face 
supérieure  dz  dy  de  Télément  dm ,  et  ;?^  la  pression 
qui  s'exerce  sur  la  face  opposée  ;  ces  pressions  étant 
rapportées  à  l'unité  de  surface,  {p* — p^.dzdy  sera 
la  force  qui  agit  sur  dm  parallèlement  à  l'axe  des  x , 
en  yertu  de  la  liaison  des  parties  dû  fluide.  Les  deux 


Dtor  SVSTÈME  DD  MOlfDE.  i5i 

forces  f^éty/^soAt  ^lirlgéés"  eA  ^s  cbinlAÎfë  ;  'oép^ 
dànl ,  eMIlbe  la-  priessiori^  cpk^éproikë  t^aé^e  "élâAetrt 
du  ftttide  'vst-  la  même  da^«6ti!l<1es  setls  ;  cm  ]^«ttt 
supposer  qée  C6s  forces  âgès^flt^fcftis  la  mëme*^<}irec- 
tion,  et  alors  p'  est  ce  que  dfeyîAitvj^  lors^ttè  JC  vitîè, 

j  et  z  restant  les  mêmes*.  Qtf  a  donc ;/— /7=^'.dbcj 

et  la  force  totale  qui  sollicite  dm  suivant  l'axe  des  x 

sera,  par  conséquent  jfAp  ~^ J  .dxdjrdz.  On  aurait 

de^  ihèitae  (Vjj  -i:-^^)  :axdydz ,  et  (Zp^  J) .  dxdjdz , 

pour  lès  finrce^  qui  s6Qi<xtent  cet.  élément'' parallèle- 
ment aux  axes  des  jr  et  des  z.  Pour  qull  y  ait  équi- 
libre dans  la  masse' fhnde^  il^fatit  done  qfue  led  trois 
quantités  précédentes  soiient' égales  à  eéro,  ce  q\Â 
donne 

f  ' 

Telles  sont  les  équations  générales,  d^v l'équilibre 
d'une  masse  fluide  homogène  ou  hétéiNOgène^.  com- 
pressible ou  incompressible  ^  sollicitée  p#r  des  forces 
accélératrices  quelconques.  Les  considérations  très 
simples  par  lesquelles  nous  y  sommes  parvenus  ap- 
partiennent à  Euler. 

Si  Teh  multiplie  ces  équationâ^  la  première  par  tfr, 
la  secondé  par  rf^,  la  troisième  par  dz  ;  qu'on  les  ajoute 
ensuite ,  et  qu'on  intègre  leur  somme ,  on  aura 

/  dff=z^.ÇLdx  +  ^dj+Zdz).,      (2).':    .    . 
Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  dîffé- 
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.reiU;ielle  esM^te,;  Al  fyxtt  iàoac  Uneh  secoad  le  soit 
•aussi,  pcHur  que  4}ette ^^^cpiation  soit  possible.  Celte 
CGiuUtion  i^uferaii^  Sfulç.4es  lois  de  l'équilibre  des 
fluides.  Si  l'oD.  él|f|ûna%.;^fur  la  ^âifiei^ntiatioa  p  des 
trais  équations  (x)>f^^a' ,  ^ . 

dy  "^   dx    *        dz    """   dx  '        dz    "^  dy  * 

Ce  sont  les  équations  de  condition  nécessaires  pour 
que  le  second  membre  de  l'équation  (2)  soit  une  diffé- 
rence exacte  I  et  par  conséquent  intégraUbeu  On  en  tire 

XI5^T        m,   rfX     .    n.  rfX        -V  ^    I  V  ^25        r»  dY 

a«  dt     *        dy  dy  ^       dx  dx  ' 


équation  qui  exprime  la  relation  qui  dmt  exister 
entre  les  forces  X^  Y^  Z^  pour  que  Téquilibre  puisse 
subsister. 

Si  les  équations  précédenfes  sont  satisfaites^  l'équi- 
libre est  toujours  possible,  et  il  ne  reste  plus  à  déter- 
miner  que  la  figure  extérieure  de  la  masse  fluide.  Si 
l'on  suppose  le  fluide  libre  à  sa  surface ,  la  pression  p 
9en  nulle  pour  tous  les  points  de  cette  surface  ;  on 
aura  donc^  pour  chacun  d'eux^  ;?=co,  et  l'équation  (!i) 
deriendra 

p  .(X^  +  Ydf  •+-  tek)  t=s  o  ; 

d'où  il  est  aisé  de  conclure,  n"*  4f  q^^  ^^  résultante 
d(?s  forces  X,  Y  et  Z  doit  être  perpendiculaire  à  la 
surface  libre  du  fluide;  il  faut  d'ailleurs  que  cette 
force  soit  dirigée  du  dehors  en  dedans  ;  et  l'on  voit 
en  effet  à  priori^  que,  sans  ces  deux  conditions,  l'é- 
quilibre est  impossible. 
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Si  le  ihiîde  est  bomogène ,  la  densité  p  est  constante , 
et  en  liai  prenant  pour  unité ,  lequation  ( :i )  donne 
simplement 

c  est-4-dire  que  p  dans  ce  cas ,  il  faut ,  pour  l'équilibre , 
que  la  fonction  HdX'j^'Ydjr^Zdz  soit  une  différence 
exacte.  On  a  alors  ^  pour  Téquation  de  la  surface 
libre  du  fluide  y 

fÇSJx  +  Xdy  4-  Zdz)  ==  const. 

Mais  cette  équation  est  non-seulement  celle  de  la 
surface  extérieure  du  fluide ,  elle  convient  encore  à 
tous  les  points  pour  lesquels  la  valeur  de  la  fonction 
fÇLdx  '\rXdf  -^Zdz)  est  la  même.  Les  surfaces  que 
forment  ces  points  ont  la  propriété  de  couper  à  angles 
droits  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z^  et  c'est  par 
cette  raison  qu'on  les  a  nommées  surfaces  de  nit^au. 

Supposons  le  fluide  hétérogène,  et  la  fonction 
Xdjc  +  Y^-+-Z£fe  une  différence  exacte,  ce  qui  a 
lieu  toutes  les  fois  que  les  forces  X ,  Y,  Z  résultent 
des  attractions  des  différentes  parties  d'un  système 
de  corps,  et  que  leurs  intensités  sont  des  fonctions 
des  distances  mutuelles  de  ces  corps.  Faisons,  pour 
abréger, 

<p  zzzfÇUx  +  \dj  +  Zdz); 

9  étant  une  fonction  des  trois  variables  x,jr,  z,  l'é- 
quation (2)  deviendra 

dp  a=z  p. dç.       (5) 
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Four  que  le  second  membre  de  cette  ëqaafioli  60it,  ^^ 
comilie  le  premier,  une  'différenlielle  exacte,  il  faut  tl 
que  la  densité  p  soit  une  fonction  de  ç.  La  pression  p  t 
sera  donc  également  fonction  de  4) ,  et  l'équation  de  la    i 
surface  libre  du   fluide  sera  fonct.  (p  =  const. ,   ou    i 
siinplemeat  fx=:coEist.,  comme  dans  le  cas  de  l'bo^ 
mogénéité.  La  pression  et  la  densité  sont  donc  les 
tmêmes  pour  tous  les  points  d'une  métne  couche  de 
niveau.  La  loi  de  la  variation  de  la  densité,  en  pas- 
sant d'une  couche  à  une  autre,  dépend  de  la  fonction 
de  Ç  qui  Inexprimé ,   et  lorsque  cette  fonction  est 
donpée,  on  en  conclut  la  pression  eu  intégrant  Té- 
quation  (5). 

ïl  suit  de  ce  qui  précède  que ,  pour  arriver  à  Tétat 
d'equîKbre,  une  masse  fluide  dont  la  surface  exté- 
rieure est  supposée  libre  doit  se  disposer  de  manière, 
I**.  que  la  densité  soit  constante  pour  toutes  les  cou- 
ches de  niveau  comprises  entre  deux  surfaces  de  niveau 
infiniment  voisines  ;  2®.  que  la  résultante  des  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  la  surface  extérieure  lui 
soit  perpendiculaire. 

39.  Il  convient  d'examiner  ici  un  cas  particulier  qui 
à,  dans  la  théorie  du  système  du 'monde ^  une  appli- 
cattîon  très  importante ,  et  qui  se  déduit  d'une  manière 
fort  simple  des  principes  précédens ,  c'est  celui  où  là 
masse  fluide  que  nous  considérons  est  douée  d'un 
mouvement  uniforme  de  rotation  autour  d'un. axe 
fixe.  Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  cet  axe  pour 
celui  des  z;  soit  ca  la  vitesse  de  rotation  commune  à 
tous  les  points  du  fluide,  et  r  la  distance  de  lelé- 
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ment  -dm  qui  répond  aux  coordonnées  x^  j  et  :;  ^  à 
Taxe  de  rotation.  La  vitesse  de  ce  point  sera  ocr^  et 
la  force  centrifuge  qui  eh  résulte ,  n^  i6^  o^V.  Il  faudra 
donc  comprendre  cette  force  parmi  les  forces  accélé- 
ratrices qui  sollicitent  cet  élément.  La  fonction  que 
nous  avons  désignée  par  ^  ^  n""  38  9  deviendra  ainsi 

et  Toa  aura 


>  t 


pourVéquatioa difierentieUe des cottches de mveiiu  et 
4le  la  surface  libre  du.  fluide* 

li'introduction  de  la  force  centiîfuge  n  empêchera 
pas«»par  conséquent ,  que  la  fonction  d^  ne  soit  une 
différence  exacte;  l'équilibre  sera  donc  encore ^p06- 
siUe  f  pourvu  que  les  conditions  que  noua  avons  énon-* 
cées  dans  le  numéro  précédent  soient  remplies. 

TPeïles  sont  donc  les  lois  qui  ont  dû  présider  à  la 
formation  de  la  Terre  et  des  planètes,  en-  supposant 
qu'elles  étaient  originairement  fluides,  et  qlie  leurs 
molécules  ont  conservé,  en  se  durcissant,  la  disposi- 
tion qu'elleis  avaient  prise  en  vertu  de  leurs  actions 
mutuelles  et  de  la  force  centrifuge  due  au  mouvement 
de  rotation  de  ces  corps. 


/  î 
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ir  j  .1  '  '  '  il'  '  j-    Ml    M'uii.'f    ti"'if;     "    a      ,,    ■  ,  f -i  i  ■  '   n 


CHAPITRE  VIL 


Du   Mouvement   des  Jhiides. 

40.  Lies  lois  dès  mouvemens  des  fluides  sont  faciles^ 
à  déduire  de  celles  de  leur  équilibre,  au  moyen  du 
principe  de  d'Âlembert,  auquel  nous  avbns  déjà  ra- 
mené toute  la  Dynamique. 

EnefTet,  considérons  une  masse  fluide  dont  toutes 
le^  molécules  sôilt  sollicitées  pat*  des  forces  accéléra- 
trices quelconques.  Soient  jc,  j,  z  les  trois  cootv 
données  d*un  des  élémens  dm  du  fluide  >  %,  Y,Z  les 
forces  accélératrices  qui  agissent  sur  lui  parallèle- 
ment aux  axes  coonionnés ,  et  ^  sa  densité;  Au  bout  de 
ïinstaLnt  dt,  les  vitesses  dont  cet  élément  est  animé 

dans  la  direction  des  mêmes  axes^  seront  ^,  ^,  -^, 

et  au  com|iiencement  de  l'instant  suivant,  ces  vitesses 
prendront  respectivement  les  accroissemens  HdtfYdt, 
lidt  p^r  laction  des  forces  accélératrices;  les  vitesses 
de  Félément  dm  parallèlement  aux  axes  des  coordon- 
nées oc^jjZ^  deviennent  donc 

mais  au  commencement  de  ce  même  instant ,  les  vi- 
tesses de  lelément^/n  sont  évidemment 

dx  ^^   f    (ix       dy  ^^    ,    dy       dz»    -^  ,   dz» 

di'^^'dï'    di'^'^'dT*    ât'^^-dî' 


(0 
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B  faudra  donc,  cx>nfoniiétnent  au  principe  énonce, 
qu'il  y  ait  équilibre  entre  ces  six  vitesses  ou  les  forces 
qui  les  produisent  ^  en  supposant  les  trois  dernières 
appliquées  à  dm  en  sens  contraire  de  leur  direction. 
On  aura  donc>  n"^  58^ 

'^=/-(X-$).$=,.(Y-g), 

Ces  équations  ne  suffisent  pas  pour  détêmiiner  leis 
lois  du  mouvement  des  fluides  ;  il  reste  encore  à  ex- 
primer que  le  fluide  n'a  pas  changé  de  masse  pen-« 
dant  qu'il  se  meut ,  et  cette  condition ,  qui  résulté  de 
la  continuité  du  fluide ,  fournit  une  nouvelle  équa- 
tion du  mouvement.  En  efiet,  dm  désignant  la  masse 
de  Tun  quelconque  des  élémens  du  fluide  et/  sa  den- 
sité, on  a  dmz=^f.dx  djr  dzila,  condition  de  la  conti- 
nuité du  fluide  sera  donc  exprimée  par  Féquation 
f.dx  djr  dz  =  const.  ou  par  1  équation  difierentielle 

d.f.  (dx  djr  dz)  =  o.     (2) 

Cette  équation,  jointe  aux  trois  équations  (i),  ser- 
viront à  déterminer  les  quatre  inconnues  ot:,j',  zetp 
en  fonction  du  temps. 

41  •  Pour  développer  l'équation  (2),  observons  que 
les  trois  dimensions  du  petit  parallélépipède  ikrk 
deviennent,  au  bout  de  l'instant  dt,  dx  '^  d.dx, 
df'^d.djf  dz'\^d.dz.  Mais  il  £siut  faire  ici  Une 
remarque  essentielle ,  c'est  que  la  variation  de  dx  ne 
provient  que  de  Taccroissemént  que  reçoit  la  coor- 


\ 
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donnée  x,  les  variables ^  et  z  restant  les  mêmes;  de  ^ 
naéme ,  lés  variations  de  dj^  et  de  dz  ne  résultent  que 
des  accreîssemens  que  prennent  respectivement  ces 
deux  dernières,  coordonnées.  Four  exprimer  ces  con- 
ditions f  nous  écrirons  de  cette  manière  les  trois  nou-  ^ 
velies  dimensions  de  dm  :  ^ 


^•^'0-+-£)>  ^^-0  +  ^)'  M*+©-  ' 


SJL  Ton  suppose  qye  ^  dans  le  second  instant  ^  la  figure 
de  dm  soit  encore  celle  d'un  parallélépipède  rectan-  ' 
gulaire,  ce  qui  est  exacte  aux  quantités  près  du  cin- 
quième ordre ,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre 
par  la  Géométrie^  on  aura  pour  le  volume  de  ce  pa- 
rallélépipède 

Qtiant  à  la  densité  f ,  si  on  la  regarde  comme  une 
fonction  de  x^j^  z  et  f ,  elle  deviendra  au  bout  de 
l'instant  dt 

En  multipliant  donc  la  densité  par  le  volume  ,  et 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  ^  on 
aara 

dm  =  f.dxdjr,dz.(i  H-^-^^+j^-^+T^  •dj 
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et  rëq\iatk>ii^  {:2)  deviendra  par  conséquent 

'  '       j    dx  j    dy  y    dg' 

^^'O.      '^U.       '^^       '^'-n        (Z\ 

Si  le  fluide  est  incompressible^  non-seulement  sa  masse 
ne  doit  pas  varier,  son  volume  doit  encore  rester  le 
même  pendant  toute  la  durée  du  mouvement;  on 
aura  donc 

et  relativement  à  la  densité 

Ces  équations  remplaceront  dans  ce  cas  l'équation  (2), 
et,  jointes  aux  équations  (i),  elles  serviront  à  déter- 
miner les  cinq  inconnues PfP,oc ,  j*,  z  en  fonction  de  t. 
Enfin,  si  le  fluide  est  à  la  fois  incompressible  et  ho- 
mogène, la  dernière  de  ces  équations  deviendra  idep- 
I  tique,  et  les  quatre  autres  suffiront  pour  déterminer 
les  inconnues  du  problème. 

42.  On  peut  donner  aux  équations  (i)  et  (3)  une 
formeplus  commode  dans  quelques  circonstances.Pour 
cela,  on  prend  pour  inconnues,  au  lieu  des  coordon- 

f  ji     _?        1         •-  dx    dy     dz         •        • 

nées  ûCpjr,  z,aeam,  les  vitesses  -jif-^f-^  T"  ^^^ 

ment  cet  élément  dans  le  sens  de  ces  coordonqicies^ 
et  qu'on  regarde  comme  des  fonctions  de  Xjjr,  zet  t. 
Faisoiis  pour  abréger 


dx  .««^  '        dz 

^—di'   ^-^'dt'    ^"^Tr 


1 
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Si  l'on  différencie  ces  équations ,  en  supposant  que  ^ 
ûc^j^fZett  Tarient  à  la  fois,  et  qu'à  la  place  des  > 
accroissemens  dx^  dy^  dz,  (m  substitue  leurs  ya-  fi 
leurs ^dt,  udt,  vdtf^Cfn  aura 

du±=^.dt+£.sdt  +  ^.udt  +  £.i^dt, 
difssz  g-.dt'^'j-.sdt'^g^.udt^j'.ifdt. 

En  mettant  ces  valeurs  à  la  place  de  — r-  •  -r'-  »  -r^ 

'  dt  '    di  ^    di 

dans  les  trois  équations  (i) ,  on  aura  les  suivantes 

dp  /«v-       d^        ds  da  ds      \ 

dp     ^     ^  /\T        àu         du  du  du      \      \      ,    ^ 

^r=f,{Y^^-^.s^^.u^^.u),^    (a) 

dp  .     /j        ^        dp^  ^^  di^     \ 

•  cfe        '''\  dt         dx*         djf*    """S*    /* 

Enfin  réquation  (5)  deviendra,  par  une  transforma-* 
tion  semblable 

«équation  qui,  pour  les  fluides  homogènes  et  incom- 
pressibles, se  réduit  à  celle-ci 

ds     ,    tlu    t    dp  ,  K 

as  +  ^  +  s^*»-   C'') 

Les  équations  (a)  et  (6) .  donneront  les  valeurs  de 
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SfUfif^ïL  foBCtien  de  a:,jr^  z,  t,  et  Ton  aura  en3uite  les 
valeurs  dea^,jr^zen  fonction  du  temps  t ,  au  moyen 
des  trpis  équations 

dx:=:sdt,      dj':=:iidt,      dz:=rPdt. 

4^*  l^oute  la  difficulté  de  la  théorie  du  mouvement 
des  fluides  se  réduit  donc  à  l'intégration  des  équations 
aux  difierences  partielles  {a)  et  (b).  Mais  cette  diffi- 
culté est  telle^  qu'elle  a  arrêté  jusqu'ici^  même  dans  les 
questions  les  plus  simples ,  les  efforts  des  géomètres. 
Il  existe  cependant  un  cas  fort  étendu  ^  dans  lequel  ces 
équations  deviennent  susceptibles  d'intégration  :  c'est 
celui  où  la  quantité  sdx-^udj'^'Sfdz  est  une  diffé-. 
rentielle  exacte  d'une  fonction  des  trois  variables  x^ 
jTy  z,  en  sorte  qu'en  la  nommant  ^,  on  a 

s  dx^udjr  -{'vdzz=:zd(p.  , 

La  fonction  (p  fait  connaître  les  vitesses  de  chaque 

molécule  du  fluide  parallèlement  aux  axes  coordon-^ 
nés ,  car  on  a  .  • 

__^  d^  d^  d(p 

"^  dx'         """  dy^         "~"  dz' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  et  leurs  différentielles  dans 
les  trois  équations  (a)^  elles  deviennent 

dp  _^     f^      ds       d^   ^  d^     ct'^    d^    J^\ 

dx  \  dt       dx*  dx^        dy'  dy  dx        dz  *  dg  dxj  * 

dp /         du      d(p     d*^         dqt   d^ dp     d^ç  \   \    .«. 

dy       ^  \         dt'^dx'dxdy       dy' d^^       ds'  dzdy)    ( 

dp /         d$f       dp      dV         dp     d^p         dp  d*p\ 

dz  \       ,dt       dx'  dx  dz       dy'  dy  dz  ,    dz' dz^  ) 

Tome  I.  •  11 
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Si  Ton  m^ItipUè  ce»  équatîoiiSy  h  première  par  dx^ 
la  seconde  par  djr^  la  troigième  par  dz^  qu'on  le» 
ajoute  ensuite  y  et  que  l'on  su^iose  la  fonction 
X  €ir  + Y rf^-+-Z  ^i  une  différence  exacte,  ce  qui 
est  le  cas  de  la  nature,  et  le  seul,  par  conséquent, 
qu'il  convienne  d'examiner  ici ,  en  faisant  ^  pour 
abréger 

X  <fcr -+•  Y  ^ -4- Z  dissrfti, 

on  aura 


dp ,^      A   j        du  j_      dp 

f 


-  «•    j  o«*    j  ap    . 


(«) 


d  oii,  en   intégrant  et  observant  que  l'on  a 


di'^^  dt  -^^  ^^^^  ^'Tt 


on  tire 


Cette  intégrale  devrait  contenir  en  outre  une  arbi- 
traire fonction  de  ^;  mais  on  peut  la  supposer  com- 
prise dans  la  fonction  ^. 

Si  l'on  substitue  de  même  pour  j,  w,  i/ leurs  valeur» 
dans  Técpiation  (6),  on  aura 

C'est  l'équation  relative  à  la  continuité  du  fluide. 
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Ainsi  donc ,  les  équations  du  mouyement  du  fluide 
se  réduisent ,  dans  le  cas  que  nous  examinons ,  aux 
deux  équations  (  /  )  et  (g).  Si  le  fluide  est  homogène^ 

on  a,  dans  la  première  de  ces  équations ,  |  -^  =  2, 
et  la  seconde  se  réduit  ^ 

Il  ne  s'agit  donc  que  d'intégrer  cette  équation  ;  elle 
donnera  la  valeur  de  ^,  et  en  la  substituant  dans  l'é^ 
quation  (y) ,  on  aura  par  de  simples  différenciations 
i^elle  de  p. 

U  n'y  a  aucun  moyen  de  reconnaître  à  priori  tous 
les  cas  où  la  fonction  sdx  -{rudj^^î^dz  doit  être 
une  différence  exacte  ;  mais  on  peut  démontrer  qu'elle 
le  sera  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  si  elle 
l'est  pour  un  instant  donné.  En  effet,  supposons  que> 
pour  un  instant  quelconque,  elle  soit  intégrable  et 
égale  à  dç  ;  dans  l'instant  suivant ,  elle  deviendra 

Elle  sera  donc  encore  une  différence  exacte  pendant 
cet  instant,  si  la  fonction  37-^'^+37-^+  ^-^^  en 
«stune.  Or,  l'équation  (e)  donne  ^ 

Si  l'on  suppose  la  densité  p  constante  ou  fonction  de  p, 
le  second  membre  de  cette  équation  est  une  différence 
exacte  ;  le  premier  l'est  donc  pareillement,  et  la  fonc«- 

iz  •  • 
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tion  sdX'jr  ^X  +  ^^  ^st  une  dififérentielle  complète 
dans  le  second  instant^  si  elle  Test  dans  le  premier^ 
et  elle  demeure  telle,  par  conséquent,  pendant  tout 
le  temps  où  le  fluide  se  meut. 

Si  le  fluide  part  de  l'état  du  repos,  et  sans  qu'il  lui 
soit  imprimé  de  yitesses  initiales,  on  aura  ,ç=:o, 
14=  o ,  1^=0  pour  lip  premier  instant  :  sdx'-\-udy'\'vdz 
sera  donc  une  différence  exacte  pour  cet  instant,  et 
elle  le  sera  aussi,  par  conséquent,  pendant  toute  la 
di]6rée  du  mouvement. 

La  fonction  sdx-^-udj-^-vdz  est  encore  intégrable 
lorsque  la  masse  fluide  que  l'on  considère  ne  fait  que 
de  très  petites  oscillations ,  ce  qui  permet  de  négliger 
les  carrés  et  les  produits  des  vitesses  ^,  m,  s^  de  ses  mo- 
lécules. Les  équations  (a)  donnent  alors  simplement 

dW ^5=  -4-^dx  +  -jT^djr  +  -^.dz. 

f  dt  ^    dt     -^      ^     dt 

La  fonction  -j-.dx  -^  -r-^dy  -+-  ^ •  dz^  et  par  consé- 
quent la  fonction  sdx  -^  udy  '^vdz^  sera  donc  une 
différentielle  exacte ,  si  l'on  suppose ,  comme  nous  le 
faisons,  f  fonction  de  /?.  En  nommant  comme  pré- 
cédemment d^  cette  dernière  différence,  on  aura 


n  ^  r^/'  _  ^^ 


Cette  équation,  jointe  à  l'équation  (g*)  relative  à 
la  continuité  du  fluide,  renferme  toute  la  théorie  des 
ondulations  très  petites  des  fluides. 
.  44*  ^ous  avons  considéré  dans  le  n*  Sg  une  masse 
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fluide  douée  d'un  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  l'axe  des  z;  on  ql,  dans  ce  cas, 

et  des  équations  (a)  on  tire 

Cette  équation  est  identique  avec  celle  à  laquelle 
nous  sommes  déjà  parvenus  dans  le  numéro  cité  ;  les 
deux  membres  sont  des  différentielles  complètes ,  et 
en  supposant  la  densité  p  constante ,  on  a ,  en  Tin- 
tégrant , 

L'équation  (c)  relative  à  la  continuité  du  fluide 
sera  également  satisfaite ,  puisque  les  valeurs  s,  u,  u^ 
donnent 

ds  du  dp 

dx  '        dy  """     '        d% 

Les  équations  du  mouvement  des  fluides  sont  donc 
possibles  dans  le  cas  que  nous  considérons,  et  par 
conséquent  ce  mouvement  peut  avoir  lieu. 

Il  est  à  remarquer  cependant  que  ce  cas  très  simple 
est  du  nombre  de  ceux  où  la  fonction  sdx'\'udy*\'\^d7i 
n'est  pas  une  différentielle  exacte  :  en  effet  on  a 

* 

sdx  +  udjr  -|-  i^dz  ==  cû.(xd)r  — jr  dx)  j^ 
expression  qui  n'est  pas  intégraible. 


i66  THÉORIE  ANALYTIQUE 

:  U  suit  de  là  que  dans  la  théorie  des  oscillations  de 
la  mer,  résultant  de  Faction  qu'exercent  sur  elle  la 
Lune  et  le  Soleil ,  on  ne  doit  pas  regarder  la  fonction 
sdx  ^  udj' +  ifdz  comme  une  différence  exacte, 
puisqu'elle  ne  Test  pas  dans  le  cas  même  où  la  mer 
ne  serait  agitée  que  par  le  mouvement  de  rotation 
qui  lui  est  commun  avec  la  Tefrrç. 


f  I 


ou  SYSTÈME  DU  MONDE.  167 


LIVRE  DEUXIÈME. 


>tm  ■  »»»»<  I  ■■«»  » 


Du  MomwnefU^e  révQltUioH^desCoqftt^leêtéf, 


■  /   '>.■  »  f 


■  I  I 


Après  avoir.  détQldppé».  d»MJr  IWp^ 

les  lois  générales  de  la  Mécanique,  nous  allons  en 
faire  l'application  aux  corps  du  système  solaire ,  et 
entreprendre ,  conformément  au  but  que  nous  nous 
sommes  proposé  dans  cet  ouvrage,  de  nous  éle- 
ver, par  une  suite  de  raisonnemens  rigoureux,  à  la 
théorie  des  phénomènes  que  les  cieux  nous  présen- 
tent. Les  mouvemens  des  corps  que  nous  observons 
à  la  surface  de  la  Terre  sont^ênés  par  tant  d'obstacles, 
compliqués  par  tant  de  causes  secondaires,  que  les 
plus  simples  surpassent  souvent  les  forces  de  l'ana- 
lyse ;«  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  Tespace  des 
cieux.  Une  loi  générale  qu'il  est  facile  de  soumettre 
au  calcul  règle  les  mouvemens  des  corps  célestes.  Une 
force  principale  les  anime ,  et  l'action  des  forces  se- 
condaires est  si  petite  par  rapport  à  la  sienne ,  qu'elle 
ne  cause  dans  leur  marche  que  de  légères  irrégula- 
rités dont  on  peut  comprendre  les  effets  dans  des 
formules  générales  qui  embrassent  à  la  fois  les  siècles 
passés  et  les  siècles  à  venir,  et  qui,  devançant  les 
observations,  présentent,  jusque  dans  leurs  moindres 
détails,  les  changemens  futurs  du  système  du  monde. 
C'est  à  exposer  ces  formules  que  ce  livre  et  les 
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suivans  seront  spécialement  consacrés.  On  peut  diviser 
en  trois  classes  les  phénomènes  que  nous  offrent  les 
corps  célestes^  La  première  embrasse  le  mouvement 
de  révolution  de  ces  corps  autour  du  Soleil  ;  la  seconde  y 
leur  mouvement  de  rotation  autour  de  leurs  centres 
de  gravité  ;  enfin ,  la  troisième  comprend  tout  ce 
qui  se  rapporte  à  leur  figure  et  aux  oscillations  des 
fluides  qui  les  recouvrent.  Nous  allons  nous  occuper 
dam  ce  livre  des  phénomènes  de  la  première  espèce. 
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CHAPITRE  PREMIER 


Des  Forces  qui  produisent  les  Mouvemens  des  Corps 
célestes,  ou  Principe  de  la  Pesanteur  universelle. 

r 

I  •  Nous  voyons  chaque  jour  tous  les  corps  du  sys- 
tème solaire,  transportés  par  un  mouvement  propre 
d'occident  en  orient,  changer  de  position  dans  les  cieux 
et  parcourir  d'immenses  espaces  avec  d'incroyables  vi- 
tesses, n  en  faut  conclure ,  en  vertu  de  ce  principe 
général  de  la  nature  que  nous  avons  nommé  l'inertie 
de  la  matière,  que  ces  corps  sont  sollicités  par  des 
forces  qui  sont  invisibles  à  nos  yeux ,  mais  dont  Fac- 
tion est  permanente.  Sans  elles,  ces  corps  resteraient 
immobiles;  ils  ne  varieraient  pas  par  rapport  aux 
étoiles,  et  nous  les  verrions  toujours  reparaître  dans 
les  mêmes  lieux  du  ciel  où  nous  les  aurions  aperçus 
d'abord.  Telle  est  donc  la  première  idée- que  présen- 
tent k  l'esprit  de  l'observateur  les  mouvemens  de$ 
corps  célestes,  et  la  théorie  du  système  du  monde  se 
rattacjie  par  conséquent  à  un  grand  problème  de  Mé- 
canique, qui  consiste  à  déterminer  les  mouvemeps 
dans  l'espace  d^un  système  de  corps  soumis  à  des 
forces  quelconques.  Les  élémens  des  mouvemens  des 
astres ,  leur  figure  et  leurs  masses  sont  les  arbitraires 
de  ce  problème,  et  des  données  indispensables  que  la 
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mécanique  céleste  doit  emprunter  à  V Astronomie.  Mais 
pour  déduire  de  la  solution  de  cette  question  générale 
des  résultats  comparables  aux  observations,  il  faut  ôé- 
cessairement  connaître  la  nature  des  forces  que  l'on 
considère,  il  faut  savoir  quelle  est  la  puissance  invisible 
qui  anime  ces  grands  corps  isolés  dans  l'espace,  qui  fait 
mouvoir  ces  masses  immenses,  sans  jamais  laisser  après 
die  d'autres  traces  de  son  action  que  les  effets  qu'elle  a 
produits.  Pour  nous  guider  dans  cette  recherche,  et 
pour  éviter  de  nous  égarer  dans  de  vains  systèmes , 
c'est  à  ces  efiets  mêmes  qu'il  fetut  avoir  i^ccoursj  c'est 
en  interprétant  convenablement  les  faits  qn^elle  nous 
présente ,  qu'on  peut  deviner  la  nature  ;  c'est  en  exa- 
minant avec  soin  les  phénomènes  observés  que  l'on 
peuf  espérer  de  s'élever  jusqu'à  leur  cause.  Si  les 
résultats  de  cet  examen  nous  ont  révélé  les  véritables 
lois  de  la  nature ,  il  faudra  qu'en  les  combinant  avec 
les  principes  généraux  du  mouvement,  nous  voyions 
êe  reproduire,  non-seulement  les  phénomènes  parti- 
culiers dV>ti  nous  les  aurons  déduites,  mais  encore 
tous  les  autres  phénomènes  du  système  du  monde 
que  Tobservatiôn  nous  a  fait  connaître.  Cette  décou- 
verte aura  cessé  alors  d*étre  une  simple  hypothèse, 
et  elle  aura  atteint  le  plus  haut  degré  de  certitude 
dont  les  vérités  physiques  soient  susoeptîWeis. 

De  tous  les  phénomènes  que  nous  offrent  les  cîeux , 
le  mouvement  de  révolution  des  planèteSi  et  des  co- 
mètes autour  du  Soleil  est  celui  qui  parait  le  plus 
propre  à  nous  découvrir  la  lot  des  forces  qui  les  pro- 
duisent, La  similitude  des  otîïttes  des  planètes  et  des 
tx>mètes,  Fidentité  de  leurs  figures  semblent  nous  in- 
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di({uer  d^avance  que  ces  forces  dérivent  toutes  d'un 
{Nrincipe  général^  et  qu'elles  ne  se  modifient  qu'a 
raison  de  circonstances  particulières  aux  corps  aux- 
quels elles  sont  appliquées.  Considérons  donc  le  mou- 
vement d'une  planète  ou  d'une  comète  circulant  autour 
du  Soleil  y  et  déterminons  la  force  qui  doit  l'animer 
pour  produire  ce  mouvement. 

Une  observation  attentive  du  cours  des  planètes  a 
établi  d'une  manière  positive  les  faits  suivans,  qu'en 
mémoire  de  l'astronome  qui  les  découvrit,  on  a  nom- 
més les  lois  de  Kepler. 

I®.  Les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
planètes  et  des  comètes  dans  leur  mouvement  autour 
du  Soleil,  sont  proportionnelles  aux  temps. 

2*.  Les  orbes  des  planètes  et  des  comètes  sont  des 
sections  coniques  dont  le  centre  du  Soleil  occupe  un 
des  foyers. 

3®,  Les  carrés  des  temps  de  rés^olutiorjis  des  pla- 
nètes sont  proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes 
de  leurs  orbites^  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  et  qui 
peut  s'appliquer  également  aux  planètes  et  aux  co- 
mètes^ les  aires  décrites  en  temps  égal^  dans  différentes 
orbites j  sont  proportionnelles  aux  racines  carrées  de 
leurs  paramètres . 

a«  Cela  posé,  formons  Ws  équations  du  mouvement 
de  la  planète  ou  de  la  comète  que  nous  considéroïis  de 
manière  à  satis&ivQ  aux  conditions  précédentes.  Rap^ 
porl)OQ$  la  positioti  de  l'astre  au  plan  même  de  son 
(n*bite  ;  soient  x  ety  les  coordonnées  de  son  centre  de 
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gravité  relatives  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par    .. 
le  centre  du  Soleil  ;  X  et  Y  les  forces  accélératrices  qui   ^ 
le  sollicitent  parallèlement  aux  mêmes  axes,  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  seront,  n**  12, 
livre  I, 

Si  Ton  retranché  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par^,  et  la  seconde 
par  a: ,  on  aura 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que  xcfy'-^j'dx  est  le  double 
de  l'aire  que  décrit  autour  du  Soleil  le  rayon  vecteur 
de  la  planète  pendant  l'instant  dt.  Cette  aire,  d'après  la 
première  loi  de  Képler>  est  proportionnelle  à  l'élément 
du  temps;  on  aura  donc 

xd/  — jrdx  =;  €dt ,     (ô) 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

La  différentielle  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  nulle ,  et  l'équation  (i)  donne  par  conséquent 

Yx — X;^=o. 

Il  suit  de  là  que  les  composantes  X  et  Y  sont  entre 
elles  comme  les  coordonnées  x  et^,  ce  qui  indique 
que  leur  résultante  passe  par  l'origine  des  coordon- 
nées, ou  par  le  centre  du  Soleil.  D'ailleurs  la  courbe  ' 
que  décrit  la  planète  ou  la  comke  étant  concave  vers 


ir 
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le  Soleil ,  la  force  qui  l'anînie  est  évidemment  dirigée 
vers  cet  astre. 

\  Déterminons  maintenant  les  intensités  de  cette 
force  à  différentes  distances  du  Soleil.  Reprenons  pour 
cela  les  deux  équations  {a).  Si  on  les  ajoute  après 
avoir  multiplié  la  première  par  ndxy  la  seconde 
par  2^,  et  qu  on  intègre  leur  somme ,  on  trouvera 

^jL^^c'  +  tx.fi^x+Xdj),     (2) 

c'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Transformons  les  coordonnées  x  et  j*  en  d'autres 
variables  plus  commodes  pour  comparer  cette  équa- 
tion aux  résultats  des  observations.  Soit  r  le  rayon 
vecteur  de  la  planète  dans  son  orbite ,  i>  l'angle  que 
forme  ce  rayon  avec  l'axe  de  a:;  on  aura 


a:  =  r  cos  i^,    ^  =  r  sin  i^,     r=  \/a:* +^% 
d'où  l'on  tire 
cbc^  -f-  dj^  =  rfr*  +  r*rfp%      xdjr  ^-^  ydx  =  r^dv. 

Désignons  de  plus  par  R  la  force  totale  qui  agit  sur 
la  planète^  cette  force  étant  dirigée  suivant  le  rayon 
vecteur  r,  et  tendant  à  diminuer  les  coordonnées  x 
etj",  on  aura 

X  =  — R.cos.i^,   ¥=— R.sin.i;,   R=v/X»+Y% 

et  par  conséquent 

"Sidx  +  Ydjz^—Kdr. 


] 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (2)  et 
quon  élimine  dt  au  moyen  de  l'équation  (i),  on 
aura 


c^dr"    .   c* 


';f^  +  ^;r=c'-.../R«fr.    (3) 

Cette  équation  donnera  en  Tintégrant  la  relation 
qui  doit  exister  entre  le  rayon  vecteur  r  et  la  longi-^ 
tude  p,  c'est-à-dire  l'équatîon  polaire  de  l'orbite, 
lorsque  R  sera  donné  ;  dans  le  cas  contraire  ',  en  la 
comparant  à  l'équation  diiOTérentielle  de  l'orbite ,  sup- 
posée connue ,  elle  servira  à  déterminer  cette  force. 

,  Les  planètes  et  les  comètes  se  meuvent  dans  des 
sections  coniques  ,  dont  le  Soleil  occupe  le  foyei^,  d'a- 
près la  seconde  loi  de  Kepler;  Téquation  générale  de 
ces  courbes  rapportées  aux  coordonnées  polaires ,  peut 
être  mise  sous  cette  forme  : 

1  I  +  «.OOS.(i'  —  et)  0  > 

; a\x  —  e^)        '         ^^^ 

a  désignant  le  demi  grand  axe ,  ou  ce  que  les  astro^ 
nomes  appellent  ladistance  moyenne;  e  V excentricité, 
ou  le  rapport  de  la  distance  focale  au  demi  grand 
axe.  Le  point  de  l'orbite  le  plus  rapproché  du  Soleil 
se  nomme  le  périhélie^  et  le  point  qui  en  est'*ie  plus 
éloigné  Vaphélie;  cù  est  l'angle  compris  entre  le  grand 
axe ,  ou  la  ^ligne  des  apsides ,  et  la  ligne  fixe  d'où  l'on 
compte  l'angle  t^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
longitude  du  périhélie. 

L'équation  précédente  est  celle  d'une  ellipse  lorsque 
a  est  positif,  et  que  e  est  plus  petit  que  l'unité;  elle 
devient  celle  d'une  parabole  quand  a  est  infini  et  que  e 
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^e  Tunitë;   enfin  elle  représente  une  hyperbole 
ItMrscpie  a  est  négatif  et  que  e  surpasse  l'unité. 
Elle  donne  ^  en  la  différenciant^ 


L- 

a 


7  •  5î  ~    a.(i_e»)r^ 


d'où,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré ,  et  éli- 
minant e*  sin*.(c — cù)  au  moyen  de  Féquation  (c)^ 
on  tire 


I     A^ a i i_ 1 ... 

;5  •  c/w»  "•  a.(l  — *-)  •  r        r»        a*  .  (i  —  «)'        W 


L'équation  (5)  devient  ainsi 
Cette  équation  donne ,  en  la  différenciant , 


*Wia*-iM««* 


Ainsi  donci  de  ce  que  les  orbes  que  les  planètes  et  les^ 
comètes  décrivent  autour  du  Soleil  sont  des  section» 
coniques,  il  s'ensuit  que  la  force  qui  les  sollicite  est 
réci{Ht>qBe  au  carré  des  distances  du  centre  de  ce& 
astres  au  centre  du  Soleil.  C'est  en  vertu  d^une  force 
accélératrice  dirigée  vers  le  Soleil ,  et  variable  suivant 
cette  loi,  combinée  avec  une  impulsion  primitive,, 
que  chacun  de  ces  corps  est  mis  en  mouvement  dans 
l'espace* 

Récifproquement  ,*^8i  la  force  R  est  supposée  en 

raison  inverse  du  carré  des  distances ,  ou  égale  à  -^  ^ 
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po]iy.p,n^  observer;  mais,  comikie  les  grands  axes  de 
leurs  orbites  et  la  durée  de  leur  tevolution  sont  gé- 
n^ralefcoent  inconnus,  on  calcule  letu^  xnouyemens 
dans  des  orbes  paraboliques.  En  nommant  D  la  dis- 
tance du  foyer  au  sommet  de  la  parabole ,  le  para- 
paetre  qui,  dans  l'ellipse^  est  exprimé  par  aa.(i — e*), 
p6tf  par  rapport  à  cette  nouvelle  courbe^  égal  à  4D; 
on  a  donc,  relativement  a  une  comète  quelconque, 

h  =?  --g.  D'ailleurs  les^  aires  décrites  pendant  le  même 

intervalle  de  temps  dans  di£férente$  orbites,  sont  entre 
elles  (iomihe  les  racines  carrées  de  leurs  paramètres, 
ce  qui  donne  la  proportion 


et  par  suite 


c»  c'« 


:       :  .       .      ^'■■*    '       •■ 

Le  coeÂcieht  h  est  ^onc  le  même  pour  tous  les  corps 
de  système  isblaîre|/  Il'jluit  de  là  que  nntènsîté  de  la 
force  R  est  ^  reîativement  aux  planètes  et  aux  co- 
mètes, réciproque  au?  carré  de  leurs  distances  au  So- 
leil, et  ne  varie  de  Fune  à  l'autre  qu'à  raison  de  ces 
distances. 

Deuk  plafiètes  supposées  également  éloignées  du 
Soleil  seraient  donc  attirées  vers  cet  astre  par  des 
forces  égales ,  et ,  abandonnées  à  leur  pesanteur, .  elles 
s'y  précipiteraient  avec  la  même  vitesse  :  la  force  qui 
les  sollicite  est  donc 'encore  proportionnelle  à  leur 
massif. 

Les  satellites ,  dans  leur  mouvement  autour  de 
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leurs  planètes,  obsenrent ,  à  quelques  inégalités  près  ^ 
les  lois  de  Kepler;  ils  circulent  d'ailleurs  ai;^tour  du 
Soleil  à  très  peu  près  cqmoie  leurs  planètes  elles^ 
mêmes  I  de  sorte  qu'en  même  temps  que  les.  satellites 
se  meuvent  autour  de  leur  planète ,  le  sjçtème  eutiei^ 
de  la  planète  et  de  ses  satellites  est  emporté  d'un 
mouvement  commun  d,ans  l'espace,  et  ret^^u  par.  la 
même  force  autour  du  Soleil.  Il  en  faut  conclure  que 
les  satellites  sont  attirés  vers  le  centre  de  leur  planète , 
et  vers  le  centre  du  Soleil ,  par  des  forces  réciproques 
aux  carrés  des  distances.  Le  mouvement  elliptique 
de  la  Lune  autour  de  la  TeiTe  étant ,  il  est  vrai ,  seit- 
siblement  altéré  par  l'action  des  forces  pert^batrices, 
la  loi  de  diminution  de  la  force  attractive  de  cette 
planète  ne  saurait  s'en  déduire  d'une  manière  aussi 
évidente;  mai$j  en  comparant  la  pesanteur  que  la 
Terre  exerce  sur  les  cqrps  qui  l'epvironnef^t  à  la  puis- 
sance qui  retient  Les  planètes  dan3  leur  orbite,  on 
voit  que  ces  forces  s'exercent  suivant  les  mêmes  lois, 
et  qu^elles  ont  entre  elles  la  plus  grande  analogie.  La 
pesanteur  terrestre  se  manifeste  sur  le  sommet  des 
montagnes  les  plus  élevées  ;  il  eist  ^Quc  naturel  de 
supposer. qu'elle  s'étend  jusqu'à  la  Li^x^  :è^,.  en  etfetr, 
si  l'on  compare  son  mouvement  i^yçc  f elluî^Jun  pro- 
jectile transporté. a  son  çi^zi^re,  et  spUi^  yep  la  Terre 
parafa  pç^nteur,  la  différence  qu'on, remarcjue  dans 
les  rpsujt^ts  est  tellemçj^t. petite,  qu'9n.ne  peut  l'at- 
tribuer qu'aux  împerfî^^OQS  des  Ç|bsç|:^atipns  et  des 
donnée  employées  dans  le  calcul..  La  pesanteur  ter- 
r^ftr^  n'est  donc  qu'un  c^  particulier  4!u^^  propriété 
attia^ctive  do^t  spfi|;  doiféjss  les  autres  planètes. 

m.. 
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3.  Là  seule  comparaison  des  observations  aux  lois  du 
mouvement  nous  conduit  donc,  sans  aucune  hypo- 
thèse étrangère ,  à  regarder  le  Soleil  et  les  planètes 
qui  ont  des  satellites  comme  le  centre  de  forces  at- 
tractives qui  s^exercfent  sur  tous  les  corps  qu'embrasse 
leur  sphère  ti'actrvité ,  en  raison  directe  des  masses  et 
inverse  du  carré  des  distances.  Il  est  naturel  de  sup- 
poser, par  analogie,  que  la  même  propriété  s'étend 
aux  comètes  et  aux  planètes  qui  n'ont  pas  de  satel- 
lites; mais  d'ailleurs  c'est  un  principe  de  la  nature 
généralement  admis,  que  la  réaction  est  toujours 
égale  et  contraire  à  l'action  :  les  planètes  et  les  comètes 
attirent  donc  le  Soleil  de  la  même  manière  qu'elles 
sont  attirées  par  lui ,  les  satellites  réagissent  pareille- 
ment et  suivant  la  même  loi ,  sur  leurs  planètes  et 
sur  le  Soleil,  et  la  gravitation  de  tous  les  corps  cé- 
lestes les  uns  vers  les  autres  doit  être  regardée  par 
conséquent  comme  une  suite  incontestable  des  ré- 
sultats que  l'observation  de  leurs  mouvemens  nous 
présente. 

Cette  forcé  d'attraction  dont  sont  doués  tous  les 
corps  du  système  solaire  n'est  pas  utie  propriété  qui 
leur  appartienne  en  masse  ;  elle  pénètre  également 
leurs  dernière^  molécules.  En  e£fet,  les  expériences 
faites  à  Faide  du  pendule  prouvent  que  tous  les  corps 
que  nous  connaissons  pèsent  vers  le  centre  de  la 
Terre  en  raison'  directe  de  leur  masse  :  chacun  d'eux 
réagit  donc  sur  elle,  et  l'attire  suivant  là  même  loi. 
La  pesanteur  terrestre  est  d'ailleurs,  comme  nous 
l'avons  vu,  uiie  force  identiquement  de  même  na- 
ture que  cette  tendance  générale  qui  {k)usse  les  corps 
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célestes  \^s  .nos  vers  les  autres  ;  il  faut  donc  reçonnaitre 
comme  nne  yéritë  démontrée  par  l'accord  du  calcul 
avec  tQus  les  faits  observés  ^  cette  grande  loi  de  la 
nature ,  savoir  :  que  toutes  les  molécules  de  la  ma-' 
tiere  s* attirent  en  raison  directe  des  masses,  et  inverse 
du  carré  dejs  distances. 

4*  Le  mouvement  elliptique  que  nous  ay<ms  supposé 
au  planètes  .n'est,  il  est  vrai,  qu'approximatif,  et 
les  corps  célestes  ne  se  meuvent  pas  rigoureusement 
dans  les  sections  coniqueç;  mais  il  faut  considérer 
qu'en  v^ertu  de  leurs  actions  mutuelles  les  unes  sur 
les  autres,  les  planètes  doivent  s'écarter:  ded  orbites 
elliptiques  qu^elles  décriraient  si  elles  n'étaient  sou- 
mises qu'à  la  sevde  action. du  Soleil,  commet  cela  aiw 
rive  en  effet  dans  la  nature.  Ces  perturbati^ots  ne  sont 
donc  qu'une  nouvelle  conséquence  du  {wineipe  de  la 
gravitation  universelle  ;  ot  ce  qui  cairactérise  émi- 
nemment cette  grande  loi,  dont  nou3  devons  à  Newton 
l'immortelle  découverte,. c'est. que  toutes  les  anoma- 
lies qui  se  sont  présentées  dans  les  mouvemens  des 
corps  célestes,  et  qui  ont  semUé  d'abord  devoir  en 
faire  coiltester  l'existence,  ont  été  expliquées  par  elle 
à  mesure  que  l'analyse  a  fait  de  nouveaux  progrès,  et 
n'ont  servi  qu^^à  la  Êdre:  ressortir  avec  ua  nouveau 
degré  d'évidence. 

Une  fois  ce  grand  principe  adosis ,  on  voit  tous  les 
pbénomènes  célestes  s'en  déduire  sans  peine.  Les  per- 
turbations des  planètes,  des  comètes  et  des  satellites 
en  sont,  comme  nouç  l'avons  dit,  la  première  con-r 
séquence ,  et  la  détermiqation  de  leurs  in^alités.  ne 
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dépend  pflus  cpe  de  causes  qui  nous  sont  connues  ^  et 
dôtit  nous  pouvons  par  conséquent  éfilculer  les  effets. 
Réunies  par  leurs  attractions  mutuelles,  les  molé- 
cules dont  les  corps  célestes?  se  composent  ont  dû  for- 
itiéi^  d'abord  une  masse  à  peu  prèà  sphérîque;  mais 
leur  mouvement  de  rotation  a  bfehtàt  altéré  cette 
figure,  et,  en  vertu  de  la  force  centrifuge,  il  a  dû 
tiplatir  leurs  pôles  et  élever  leur  équateur.  La  figure 
des  corps  célestes  n'étant  pas  spliérique,  la  résultante 
de  leurs  actions  mutuelles  n^a  plus  passé  exactement 
{>ar  leur  centre  de  gravité,  et  il  a  dû  en  résulter  des 
mouveMens  qui  déplacent  insensiblement  leurs*  axes 
de  i4>€ation  :  «c'est  ce  que  l'observation  confirme.  Enfin 
Faction  illégale  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  les  eaux 
del'ÔCéaïï  doit  y  faire  naître  des  mouvemens  d'oscil- 
latioû  àisaliigu^  à*  ceux  que  nous  présente  le  phéno- 
mène dti^'fi^  et  du  reflux  de  la  mer.  Mais  c'est  à 
l'analjrse^qu'il  appartient  de  développer  ces  grands 
effets  de  la' loi  de  la  pesanteur  universelle;  c'est  à  elle 
de  donner  à  de  simples  inductions  toute  Tévidence 
démérites  rigoureuses. 

■  Nous  iexbmineron^^^uccessivement  ces  principaux 
points  de  la  théorie  du  système  du  monde,  avec  tout 
le  soin  que  leur  importance  exige.  Les  grands  progrès 
qu'a  faits  y  analyse  dans  ces  derniers  temps ,  nous  met- 
tront à  même  de  présenter  ce  tableau  avec  un  en- 
semble et  une  clarté  qui  peut-^tre  lui  avaient  man- 
qué jusqu'ici.  Newton,  par  la  force  de  son  génie, 
uvait  découvert  le  secret  de  la  nature  ;  mais  l'état 
d'imperfection  où  était  encore  de  son  temps  le  cdcul 
tlgébriqtae,  ne  luipermit  pas  d'en  faire  ressortir  toutes 
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les  conséquences  avec  ce  degré  d'éyidence  qui  peut 
seul  arrêter  lenvie  et  imposer  silence  à  Terreur.  Les 
géomètres  des  siècles  suivans  consacrèrent  leurs  tra- 
vaux à  achever  Touvrage  qu'avait  si  heureusement 
commencé  le  géomètre  anglais.  En  poussant  succes- 
sivement plus  loin  les  approximations^  ils  démon- 
trèrent l'admiraUe  concordance  qui  existe  entre  les 
calculs  résultans  de  la  loi  de  l'attraction  universelle 
et  les  phénomènes  observés,  et  ils  parvinrent  à  éta- 
blir enfin  sur  des  bases  inébranlables  le  plus  beau 
monument  que  l'esprit  humain  ait  élevé  à  sa  gloire. 
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CHAPITRE  IL 


Équations  différentielles  du  Mouvement  ^un  système 
de  çoFjfs  soumis  à  leurs  ^attractions  mutuelles. 

5i.  Pour  embrs^sser  dans  toute  sa  généralité  la  théorie 
4es  mouvemens  des  corps  célestes ,  nous  commen- 
cerons par  former  le$  équatipns  différei^tielleç  du 
mouvement  d'un  système  de  corps  soumis  à  leurs 
attractions  mutuelles,  en  supposant,  conformément 
aux  résultats  trouvés  dans  le  chapitre  précédent,  que 
ces  attractions  s'exercent  en  raison  directç  des  masses 
et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Nous  res- 
treindrons seulement  l'étendue  de  cette  question  par 
l'hypothèse  que  les  parties  du  système  sont  assez  éloi- 
gnées entre  elles  pour  que  l'on  puisse  faire  abstrac- 
tion de  la  figure  des  corps  attirans ,  et  les  regarder 
comme  des  masses  concentrées  dans  leur  centre  de 
gravité.  Cette  hypothèse  est  conforme,  comme  nous 
le  ferons  voir,  à  ce  qui  a  lieu  dans  notre  système 
planétaire. 

Soient  donc  m  la  masse  de  l'un  quelconque  des  corps 
du  système  que  nous  considérons;  x,  y,  z,  les  coordon- 
nées de  son  centre  de  gravité  relatives  à  trois  axes  rec- 
tangulaires passant  par  upe  origine  fixe  quelconque; 
0Cfjr,Zf  les  coordonnées  d'uu  des  élémens  dm  de  sa 
masse  rapportées  aux  mêmes  axes;  nommons  m\ 
m',  etc.,  les  masses  des  différeus  corps  attirans  que 
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nous  regardons  comme  des  points,  et  soient  j?',^',  2' 
les  coordonnées  de  m!;  x^^fj",  2",  les  coordonnées 
de  ml'j  et  ainsi  de  suite. 

Désignons  par  r  la  distance  de  l'élément  dm  au 
corps  m^^  en  sorte  qu'on  ait 

L'action  qu'en  vertu  de  la  loi  de  la  pesanteur  uniyer-* 
selle  ce  corps  exerce  sur  dm  sera  égale  à  ^.  Cette  ac- 
tion étant  dirigée  suivant  la  droite  r,  pour  la  décom- 
poser parallèlement  aux  axes  des  coordonnées,  il  fau- 
dra multiplier  Texpression  précédente  par  le  cosinus 
de  l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  chacun  de  ces 
axes;  on  aura  ainsi 

m'.{x—x)       în\{y'  —  y)         m' .(/^z) 

ou  bien 

r  r  r 


dx      ^        dy      ^         dz     * 

En  marquant  successivement  d'un  accent  les  lettres  m^ 
et  a/f  y,  :£  qui  entrent  dans  la  valeur  de  r,  on  trou- 
vera des  expressions  semblables  pour  les  actions  que 
les  corps  m",  m'",  etc.,  exercent  sur  dm^  parallèle- 
ment aux  axes  des  x^  des^  et  desz.  Soit  donc 

n= 


|/(,'  _  ,).  +  (/  __y)»  +  («'-,) 
+ 


m' 


Vix'-  xf  +■  (/  ^yr  +  (.'  -  «)• 

m 

•4- -4^  etc. 
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La  fonction  FI  désignant  la  somme  des  masses 
wlj  ni\  etc;,  divisées  respectivement  par  leurs  dis- 
tances à  la  molécule  dm^  les  trois  différentielles  par- 

tielles  yzf  'j'f  'JZ  exprimeront  les  forces  accéléra- 
trices dont  cet  élément  est  animé ,  en  vertu  des  ac- 
tions réunies  de  tous  les  corps  du  système ,  décom- 
posées parallèlement  aux  axeâ  coordonnés ,  et  dirigées 
en  sens  contraire  de  leur  origine.  Ces  forces  sont 
celles  que  nous  avons  désignées  par  X  ^  Y^  Z  dans 
le  n^  2j  du  premier  livre.  Si  l'on  fait  doi;ic ,  pour 
abréger,  V  =  S .  n  dni ,  le  signe  intégral  S  se  rappor- 
tant à  rélément  dm,  et  aux  quantités  qui  varient  avec 
lui  et  devant  être  étendu  à  la  masse  entière  du  corps  m, 
on  aura 

^  _s  ''^  rf„     '^V  _.àa   .       dV         dn 

dx  dx  dy  dy         '       dz  dz 

et  les  trois  équations  (6)  du  n**  27  deviendront 

de"       m*  dx  \  dt^  ""  I»'  dy  *   de~'m    dz*     ^   ^ 

f  ... 

Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  mouvemens 
du  centre  de  gravité  du  corps  m  dans  l'espace. 

Supposons  maintenant  que  l'on  désigne  -ps^Tx^jr^z 
les  coordonnées  de  l'élément  dm  rapportées  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  en  ce  point,  et  par 
oc',  y,  z',  jc^',  f\  J',  etc.,  les  coordonnées  des  corps 
m\  rri\  etc.,  relatives  aux  mêmes  axes;  on  aura, 
comme  précédenmien'c , 
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m' 


et  les  trois  forces  qui  agissent  sur  l'élëmeût  dm, 
parallèlemeni  aux  axes  des  x^  des  jr  et  des  z^  et 

/  t  1  •  •  ^  dn    dïi    du 

eu  sens  oppose  a  leur  origine,  seront  -j-  j  -y-  f  "t-  • 

En  désignant  donc,  comme  dans  le  n^  3o,  par  N, 
N',  N"  la  somme  des  momens  de  ces  forces  rapportés 
respectivement  aux  mêmes  axes,  on  auta 

wr        a    f      du  dn\     ,  dV  dV 

et  les  trois  équations  différentielles  (C)  n*  5o  devien- 
dront par  la  substitution  de  ces  yaleuis 

Bd^+(A— C).rp.^=(z.Ç— a:.Ç).rf<,J     (B) 

Q/r-f-  (B— A)  .pi .  ât =(^x  .j^  —  j .  5j) .  dt. 

Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  mouvemens 
de  m  autour  de  son  centre  de  gravité. 
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6.  Les  équations  (A)  et  (B)  sont  indépendantes  du 
nombre  des  corps  agissans  du  système;  elles  con- 
serveraient encore  la  même  force  dans  le  cas  où  Ton 
voudrait  avoir  égard  aux  dimensions  et  à  la  figure  de 
l'un  de  ces  corps.  En  effet,  il  suffirait  pour  cela  de 
supposer  que  m',  m",  etc. ,  dans  la  fonction  II ,  re- 
présentent les  élémens  infiniment  petits  de  la  masse 
de  ce  corps.;  la  valeur  de  Y  serait  donnée  alors  par 
deux  intégrations  indépendantes  l'une  de  l'autre ,  la 
première  relative  à  la  masse  du  corps  attiré,  la  seconde 
à  celle  du  corps  attirant,  c'est-à-dire  que  l'on  aurait 

-KT  ^^^  Q  Q/  dm ,  dm 


/(*'-*)• + (y -yr  +  (i»' - ^y  '  - 

dm'  étant  un  élément  de  la  masse  de  m';  x\  f ,  /^  les 
coordonnées  de  cet  élément  rapportées  aux  mêmes 
axes  et  à  la  même  origine  que  les  coordonnées  x^j^zy 
enfin,  le  signe  intégral  S' se  rapportant  à  cet  élément 
et  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  de  m'. 

Les  six  équations  précédentes  déterminent  com- 
plètement les  mouvemens  du  corps  m  dans  l'espace  ; 
les  tro?3  premières  donneront  à  chaque  instant  la  po- 
sition de  son  centre  de  gravité  par  rapport  à  trois 
axes  fixes  pris  à  volonté ,  et  les  trois  autres  détermi- 
neront son  mouvement  de  rotation  autour  dei  ce  point 
supposé  immobile.  Nous  pourrons  donc ,  conformé- 
ment à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n""  27  du  premier 
livre,  simplifier  la  question  dont  nous  nous  occupons , 
en  la  divisant  en  deux  parties.  Dans  la  première ,  nous 
examinerons  les  mouvemens  des  centres  de  gravité  deis 
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corps  célestes  dans  l'espace,  et  dans  la  seconde,  lears 
mouyemeiis  de  rotation  autour  de  ces  points. 

7.  Lorsqu'on  ne  considère  que  les  mouvemens  de 
translation  d'un  système  de  corps  m,  m',  w",  etc. ,  et 
qu'on  suppose  les  distances  mutuelles  de  ces  corps  très 
considérables  relativement  à  leurs  dimensions  respec- 
tives, on  peut,  sans  erreur  sensible,  faire  abstraction 
totale  de  leur  figure,  et  regarder  à  la  fois  les  corps 
attirans  et  les  corps  attirés  comme  des  points  con- 
centrés dans  leur  centre  de  gravité.  Les  équations  (Â) 
prennent  dans  ce  cas  une  forme  plus  simple;  en  effet, 
les  coordonnées  or,  y^  z  de  l'élément  dm  sont  alors 
identiques  avec  les  coordonnées  x,  y,  z  du  centre  de 
gravite  du  corps  m;  si  Ton  fait  donc,  pour  abréger. 


m  m 


»/(«'  -  «)•  +  Ck'  -  yy  +  (/  -«)' 


m  m" 


I  ^       --'  I  rrr  . 


on  a 


dx         dx^     dy         -dy  ^     dz"^  dz  ^ 

et  les  trois  équations  (Â)  deviennent 

s 

df^m'li'   de'^m'd^'   dt^^m'Tz       ^ 

En  marquait  successivement  les  lettres  i?i,,  x,  /,  z 
d'un  accent,  de  deux  accens,  etc. ,  on  aurait  des  équa- 
tions semblables  pour  déterminer  les  mouvemens  des 
corps  w! ^  rri\  etc.  Le  système  de  toutes  ces  équations 
réunies  fournit  tm  certain  nombre  d'intégrales  rela- 


} 
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tives  aux  principes  généraux  du  mouvement,  con- 
formément à  ce  que  nous  avons  dit  n^  22  et  suivans  ; 
c'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier.  Mais,  pour  intégrer 
complètement  ces  équations,  et  déterminer,  par  leur 
moyen,  les  valeurs  des  coordonnées  x,^,  z ,  etc. ,  en 
fonction  du  temps ,  on  est  forcé  de  recourir  aux  mé- 
thodes d'approxi  mation. 

8.  Pour  pouvoir  employer  avec  avantage  les  équa- 
tions (c)  dans  la  théorie  du  système  du  monde ,  il  est 
nécessaire  de  leur  donner  une  forme  plus  appropriée 
aux  usages  astronomiques.  En  effet,  dans  l'impossi- 
bilité où  nous  sommes  de  juger  de  leurs  mouvemens 
absolus  dans  l'espace,  c'est  au  centre  du  Soleil  que 
nous  rapportons  les  mouvemens  des  planètes  et  des 
comètes;  il  faut  donc,  pour  pouvoir  comparer  la  théo- 
rie aux  observations ,  déterminer  les  mouvemens  d'un 
système  de  corps  m,  m',  m",  etc.,  autour  de  l'un  d'entre 
eux  regardé  comme  le  centre  de  leurs  mouvemens. 

Spit  M  la  masse  de  ce  dernier  corps,  /ti,  m!,  m",  etc., 
celles  des  autres  corps  dont  on  veut  déterminer  les 
mouvemens  relatii^  autour  de  M;  Ç,  n,  Ç,  les  coor- 
données rectangles  de  M  rapportées  à  une  origine  fixe  ; 
H+^7  ^+Jf  Ç-ir^r  ççUes  de  m;  ^+x\.  n+jr%  l^+z% 
celles  de  m%  et  ainsi  de  cuite  ;  en  sorte  que  x,  j",  z 
seront  les  coordonnées  de  m  par  rapport  à  M;  x', 
y,  z',  les  coordonnées  de  /w'par  rapport  au  même  corps, 
et  ainsi  de  suite  ;  faisons  de  plus,  pour  abréger, 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  191 

et  supposon» 

A  = 


mm 


V{yl—  *)•  +  (y  —  yr  +  (»'  -  *)• 


WtTfl 


i/(*' — «)•  +  Cy* — jr)»  +  («• — «;■ 


m  m 


L'action  de  /»  su^  M  sera  exprimée  par  -^^  et  cette 

action  décomposée  parallèlement  aux  axes  coordon- 
nai^ et  dirigée  en  sens  contraire  de  cette  origine, 
donnera ,  suivant  chacun  de  c&s^  axes ,  les  trois  forces 

mx  m  y  ms 


En  marquant  successivement  d^un  acqjppt,  de  deux 
accens,  etc.,  les  lettres  m,  x,  y,  z  et  r,  on  aura^ 
pour  les  aqticois  de  m',  de  m",  etc<,  sur  M,  d^  ex- 
pressions semblables  ;  le  mouvement  de  M  sera  donc 
déterminé  par  les  équations  différentielles 

cP^ mx        d^n ^  my       ^{_«  ''»* 

Cela  posé,  l'action  de  M  sur  m,  para^èlement  aux 
axes  de  ses  coordonnées,  et  dirigée  vers  leur  origine, 

M*      My     M«      1      X-.  •    r       *•  \    dx      \    dx 

sera  —rt  — î^,  — ?-;  les  trois  fonctions  — .  :7-,  *-.t-, 

1^  ^     r^   ^     r»   ^  m   dx'  m    dy* 

— •  -j-  exprimeront  la  somme  des  actions  qu'exercent 

sur  m  les  autres  corps  m',  m",  etc. ,  décomposées  pa- 
rallèlement aux  mêmes  axes  et  tendant  à  augmenter 
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les  coordonnées  de  m;  on  aura  donc,  en  verta  des 
actions  réunies  de  M,  m',  nJ',  etc. , 

.  oft.  (Ç  +  x)     .    lAx I     dh, 

5?         "*"  "75"  "^  m'dx' 

Si  l'on  substitue  pour  "^9  -^9  ^f  leurs  valeurs 
2 .  ^ ,    2  •  ^ ,  2 .  ^ ,  ces  équations  deviendront 

On  peut  leur  donner  encore  une  autre  forme.  En  effet, 
si  pour  abréger  on  fait  M  4*  m  s=  ;t  et  qu'on  suppose 

j-OT»  r  '  xx'+yy+zz-\ 

'Lt/(*'-*)"+0'"-ry)H  (*•--*)•  '''       J 

*|-etc., 
elles  deviennent  . 

d'x    .    (tx û[R  ' 

.  c//*  "*"  /^  ~    dx^ 


d^z  ^.    {iz û?R 
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Lagrange  est  le  premier  qui  ait  présenlé  de  cette 
manière  les  équations  du  mouvement  des  centres  de 
gravité  des  corps  célestes.  Ce  qui  contribue  surtout  à 
Jes  simplifier^  c'est  la  considération  de  la  fonction  R^ 
qui  a  la  propriété  de  représenter  par  ses  différences 
partielles  les  actions  perturbatrices  qu'exercent  les 
planètes  /;/',  fri\  etc. ,  sur  nu  L'emploi  de  cette  espèce 
de  fonctions  est  également  utile  dans  la  théorie  des 
mouvemens  de  rotation  des  corps  célestes,  dans  celle 
des  attractions  des  sphéroïdes  d'où  dépend  la  déter- 
mination de  leui^  figures,  dans  la  théorie  du  flux  et 
du  reflux  (}es  mers^  dans  toutes  les  questions  enfin  où 
Ion  a  à  considérer  un  grand  nombre  de  forces  de 
même  nature  et  agissant  d'une  manière  analogue.  £n 
réunissant  sous  un  même  point  de  vue  des  expressions 
qui  seraient  sans  cela  très  compliquées,  il  rend  leurs 
rapports  plus  faciles  à  saisir,  et  cette  notation  fort 
simple  introduite  par  Lagrange  dans  la  mécanique 
céleste,  en  contribuant  aux  rapides  progrès  qu'elle  a 
faits  dans  ces  derniers  temps,  a  eu  pour  la  théorie 
du  système  du  monde  tous  les  avantages  d'une  véri- 
table découverte. 

£n  changeant  successivement  dans  les  équations(D) 
les  lettres  m,  or, /,  i5,  /•  en  celles-ci,  /»',  x\j\  z\  r', 
nf,  a?'^  j'y  z'f  r%  etc. ,  et  réciproquement ,  on  aura 
trois  équations  semblables  pour  chacun  des  corps 
m',  Tri\  etc. ,  ce  qui  forme  un  sjstème  d'autant  d'c- 
quations  différentielles  du  second  ordre  qu'il  y  a  de 
coordonnées  a:,/,  a,  ^,^,  z\  etc.,  à  déterminer  en 
fonction  du  temps.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'inté- 
grer ces  équations,  pour  être  en  état  de  déterminer 
Tome  L  ij 
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a  chaque  instant  la  position  des  corps  /w,  7fi%  etc., 
dansTespace;  malheureusement  cette  intégration  n'est 
pas  possible  en  général ,  dans  Tétat  actuel  de  l'ana- 
lyse :  le  système  des  équations  (D)  et  des  équations 
semblables  relatives  à  m',  m',  etc. ,  fournit  seulement 
un  petit  nombre  d'intégrales  finies ,  dépendantes  de  s 
lois  générales  qui  s'observent  dans  toute  espèce  de 
mouvement.  Comme  ces  intégrales  sont  de  la  plus 
grande  utilité  dans  la  théorie  des  peilurbations  pla- 
nétaires, nous  allons  les  développer  ici. 

g.  Si  Ton  multiplie  l'équation  différentielle  en  ^ 
par  M  +  2m,  et  les  équations  en  x,  x',  x',  etc.,  la 
première  par  m,  la  seconde  par  m\  et  ainsi  du  reste, 
qu'on  les  ajoute  ensuite,  en  observant  que,  par  la 
nature  de  la  fonction  A ,  on  a 

dx    ,     dx     ,      dx     , 


on  au,ra 

dt^  '     di 

d'où  Ton  tire,  en  int^ra,ut. 


(M4-2./w).5.  +  2.m.^^  =  o, 


$  =  «  +  */_    '^"** 


M  +  s.wi' 


a  eib  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  aurait  de 


même 


M  +  S.wi' 


M4-2.m' 
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4a',  h\  d^  V\  étant  des  constantes 'arbitraires.  Ces 
e'quations  serviront  à  déterminer  le  mouvement  ab- 
solu de  M  dans  lespace ,  lorsque  Ton  connaîtra  les  mou- 
vemens  relatifs  de  //i,  ni  y  nC^  etc. ,  autour  de  ce  corps. 
Si  l'on  multiplie  lequation  en  x  par 

f  équatioB  ea  j  par 

,  —  ïnx  +  /» • ,.,  .  ^ —  « 


réquation  en  o^  par 


réquation  en  j'  par 


I     I     , /  2 .  /IM? 


M  +  2.//^ 


<piW  ajoute  ensuite  les  différens  produits,  en  obser-^ 
vaut  que ,  par  la  nature  de  la  fonction  A, 

% 

tU         ,   dx     ,      .  dx  ,  dx  . 

jr.^-H/.^, +etc  — x.^  — «  . ^  —  etc.  =o, 

dx        dx     ,  dx    t     dx     .      ^ 

on  aura 

d'où  Fou  tire ,  en  intégrant , 

<//     y^M+X.^         (U     M+X.TO        c/i 

i3«« 
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équatioQ  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(xdy-^ydx) 
+  s    mi»  .  ^ ■ -^^ J  =  ^- 

Ou  trouverait  d'une  manière  semblable  les  deux  autres 
intégrales  suivantes  : 

(^zdx  —  xdz) 


M*S«m* 


de 


j. ,.    ««'  n«^-z).{d^x^dx)--{x'^x).{dz'-dz)n_  , 

de 

c  y  c%  c'[,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  s'accordent  avec  les  équations  (E) , 
n^  28  et  26,  livre  I;  elles  renferment,  comme  nous 
l'avons  vu ,  le  principe  de  la  conservation  des  aires. 
Si  l'on  multiplie  les  équations  difiërentielles  (D), 
la  première  par 

•  2 .  mdx 

la  seconde  par 

2mar  —  2m  .  r;=-r  —^  ; 
la  troisième  par 

M  +  S. /A 
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Cfu^on  multiplie  semblablément  les  équations  difieren- 
tielles  en  x^y,  2'  par  les  mêmes  facteurs^  après  y  avoir 
changé  les  lettres  m^  x^jTj  z  hors  du  signe  2y  en  m', 
x\y,  z^,  et  ainsi  du  reste;  qu'on  ajoute  ensuite  toutes 
les  équations  résultantes ,  en  observant  que  Ton  a 

</a  ,  û(X   ,    ^  dx     dx    ^  ^  dx  .  dx  , 

on  trouvera 

^         (dxd^x -^dyd'Y'\'d*d^M)  .  ^.X.mdx       mdx 

2.2.1?».  ^ ^r^^— ^ '^\m .Z.— 7-* 

dC"^  MfS.m  d^ 

M+2.11»        ^^*      M-^X,tn       d^  r*  ,       ' 


•      m   r 


et,  en  mtegrant, 

•  c/^*  (IVI  +  S.w).û^<* 

—  2M .  2 .— —  2ASS5  const. . 
r 


équation  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 


M. 2. m. 


f/^^ 


—  2.(M+2.iî»).^M.S.Î^+A^  =  A, 

/i  étant   une   constante  arbitraire.   Cette   équation 
s'accorde  avec  l'équation  (p)  du  n*^  26  ^  liv.  I;  elle 
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renferme  le  principe,  de  la  conservation  des  forces 
vives. 

.  .Tell^.  sont  les  seules  intégrales  premières  qu'on  ait 
pu  tirer rjusqu'ici  da  systèçie  des  équations  (D)  réu- 
nies auic  féquations  semblables;  relatives  aux  corps  M^ 
}vl y  Tjfy  etc.  Elles  indiquent  des  relations  qui  doivent 
toujours  exister  entre, les  coordonnées  de  ces  diffé- 
rens  corps ,  et  qui  résultent  des  principes  généraux 
du  mouvement;  mais  elles  sont  loin  de  suffire  à  leur 
détermination,  et  l'on  est  réduit,  pour  achever  l'in- 
tégfatîon  des  équaf  îoné*(D)  ,  de  recourir  aux  méthodes 
d'appi*6ximation/ Comme  ces  méthodes  sont  princi- 
palement fondées  sur  ce  que  les  distances  des  planètes 
et  des  comètes  au  Soleil,  et  leurs  distances  mutuelles, 
sont  extrêmement  grandes  relativement  aux  dimen- 
sions de  ces  corps  et  à  celles  des  systèmes  partiels  que 
forment  les  planètes  avec  leurs  satellites,  il  est  im- 
portant de  faire  voir  quels  sont  les  avantages  que 
présente  à  cet  égard  la  constitution  du  système  so- 
laire. Ces  considérations  serviront  d'ailleurs  à  mon- 
trer que  les  quantités  que  nous  avons  négligées  dans 
la  formation  des  équations  différentielles  (Dj  sont  en 
effet  toujours  insensibles. 

10.  Ne  considérons,  pour  simplifier,  que  l'action 
réciproque  de  deux  corps  m  et  m',  et  représentons 
généralement  par  Via  fonction  qui  exprime  la  somme 
des  produits  jdeux  à. deux  des  élémens  dl7i.et  dm'  dont 
ces  corps  se  composent,  divisée  par  leur  distance  mu- 
table. Soient  x,  y,  2;  les  ^coordonnées  de  J/71. rappor- 
tées à  vne  origine  :fix^j>;etix'^^',  2!  les, coordonnées 
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de  dnl  rapportées  à  la  mêope  origine,  on  aura 

•ir  „_  c   C'  *^dm .  dm 


V/(x'— x)*+  (/—  y)»+  iz'—zy 


Le  double  signe  intégral  S  se  rapportant  à  deux  inté- 
grations indépendantes  l'une  jde  l'autre^  la  première 
relative  à  la  masse  du  corps  attiré,  et  la  seconde  à  celle 
du  corps  attirant.  Les  trois  différentielles  partielles 

dV    dV    dV  .  ^  1» 

TT  *  d^  ^  T  comprimeront,  comnie  nous  1  avons  vu , 

les  attraction^  qu'exerce  parallèlement  à  chacun  des 
axes  coordonnés  le  corps- m'  sur  le  corps  m:        *'• 

Cela  posé>  soient  x',y,  z'  les  trois  coordonnées  dû 
centre  de  gravité  de  m'  rapportées  «lux  mêmes  axes  et 
à  la  même  origine  que  x',  y',  tf,  et  soient  *V^  J^'/>*^'/ 
les  coordonnées  de  i^^  relatives  à  ce  centre /en  sorte 
qu'on  ait 


.    . .-  »  ■ 

Supposons  :  ,   ,  .  -.if 

Si  l'on  substitue  dans  cette  fonction,  à  là' place  de 
x',  y',  z'f  leurs  valeurs,  qu'où  développe  ^suitç  la 
fonction  résultante  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  x\yj\f  z',y  ea  faisant,  pour  abrégér> 

(*'—  X)*  +  Ck'-.  y)»  +  (/-^  zy  =  r*,    *'/+//  +V/=  /% 


4    ,' 


on  aura 


f 


'  ^n  j".  -.     .(•'".  .  >i 
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^_       _    -         ■  I  ■        ^    f 

t/>4-VM'2.[*';/(V— x)-|-y,.(y-T)+a',.(*'— 2)]     r     ^' 

^ . 

"T-  —  •  '  '  ■       g  ■  ■    .  .  «^  etc. 

Les  dimensîons  du  corps  n/  étant  supposées  peu  con- 
sidérables par  rapport  à  la  distance  de  îti  à  m\  les 
coordonnées  x'^ ,  y' ^^  ^ ,  seront  fort  petites  relative- 
ment aux  difTérences  x'  —  x,  j*'  —  y^  2'  —  z.  En 
conséquence,  nous  les  regarderons  comme  des  quan- 
tités très  petites  du  premier  ordre,  dont  on  peut, 
sans  erreur  sensible,  négliger  les  carrés  et  les  puis- 
sances supérieures.  La  valeur  de  u  se  réduira  aiùsi  à 

..  — i       ^^^  Jx'  —  x)  +  y\.  (y  —  Y)  H-  ^, .  {z  —  z) 
r        _  r^ 

Si  Ton  multiplie  cette  expression  par  dmdrrl^  qu'on 
l'intègre  ensuite  par  rapport  à  dirl ^  en  remarquant 
que  les  quantités  x  ^^y^y  z'^,  sont  les  seules  qui  va- 
rient aVeic  dm' y  et  que  par  la  nature  du  centre  de 
gravit4;Op;  a 

or^  trouvera  f  en  remettant  pour  r  sa  valeur, 

==  S.' —  -    -' 

V/(.^'_x)*+(/-Yr-    {z-^  zY 

Cest  la  valeur  que  nous  avions  supposée  à  la  fonc- 
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:  ti'on  V  dans  le  n*  5;  on  voit  donc  que  cette  valeur 

■^  est  exacte  aux  quantités  près  du  second  ordre,  par 

rapport  aux  dimension  de  m'.  Les  trois  différentielles 

partielles  -^ ,,  -^ ,  -j-   exprimeront  généralement 

Faction  totale  du  corps  m'  sur  le  corps  m,  décom- 
posée parallèlement  aux  axes  des  coordonnées,  et  di- 
rigée en  sens  contraire  de  leur  origine.  On  voit  donc 
que  cette  action  est  la  même  que  si  la  masse  entière 
de  m'  était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

Soient  maintenant  a:, ^,  z  les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  dem,etx^fjr^,  z^  les  coordonnées 
de  la  molécule  dm  relatives  à  ce  centre  ;  on  aura 

x  =  x  +  ar^,     ^—jr+J,y     z^z  +  z^. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  V,  et  qu'après 
avoir  développé  la  fonction  résultante  on  l'intègre, 
il  sera  facile  de  démontrer  par  l'analyse  précédente 
qu'on  a,  aux  quantités  près  Mu  second  ordre. 


TTi-  m 


^r^:    TT» 


J/  (*'  —  xY  H-  (/  —  yy  +  (*'  —  «)' 

1 

Cest  la  valeur  que  nous  avons  supposée  à  la  fonc- 
tion A  dans  le  n®  7  ;  cette  valeur  est  donc  exacte ,  aux 
quantités  près  du  second  ordre  par  rapport  aux  di- 
mensions de  l'astre  attirant  et  de  l'astre  attiré.  D'où 
l'on  peut  conclure  généralement  que  l'expression  de 
la  fonction  V,  et  par  conséquent  l'action  totale  de  m' 
SUT  m  y  seront  les  mêmes,  aux  quantités  près  du  même 
ordre  ^  que  si  les  masses  des  deux  corps  m  et  m!  qui 
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agisvsent  l'un  sur  Tautre  étaient  des  points  massif 
placés  à  leurs  centres  de,  gravité  respectif^. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  la  recherche  des  mouvemens  ^ 
des  centres  de  gravité  d'un  système  quelconque  de  corps  ^ 
dont  les  dimensions  sont  très  petites  par  rapport  à  leurs  ^ 
distances  mutuelles ,  on  peut  faire  abstraction  de  leur  ^ 
figure,  et  que  leur  action  réciproque  les  uns  sur  les  ^ 
autres  est  la  même ,  à  très  peu  près ,  que  si  la  masse  de  ; 
chacun  de  ces  corps  était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

Si  le  système  que  l'on  considère  était  partagé  en    j 
plusieurs  systènies  partiels,  disposés  de  manière  que 
les  dimensions  de  chacun  d'eux  fussent  très  petites 
par  rapport  aux  distances  mutuelles  de  leurs  centres 
de  gravité,  on  ferait 


^  mm 


y/{x'-xr+  (/_^)^-f.(/-zy 


m  et  m!  représentant  les  masses  de  deux  corps  appar- 
tenant à  des  systèmes  diflférens,  elXyjr^Zy  x^y^  z' 
les  coordonnées  de  leurs  centres  de  gravité  rapportées 
à  une  origine  fixe.  Les  différentielles  partielles  de  la 
fonction  V  exprimeraieut  encore  les  actions  du  pre- 
mier système  sur  le  second,  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés. Or,  si  l'on  désigne  par  x,  y,  z  les  coor- 
dodnées  du  centre  de  grayité  du  preiôaîer  système ,  et 
par  x^,  y',  z'|les  coordonnées  du  centre  de  grayité  du 
second ,  il  sera  aisé  de  prouver  par  l'analyse  précédente, 
et  par  les  propriétés  connues  du  centre  de  gravité, 
qu'on  aura,  aux  quantités  près  du  second  ordre  par 
rapport  aux  dimensions  respectives  de  cbacu^  des 
deux  systèmes, 
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2. 


/d'où  il  suit  que  les  deux  systèmes  réagissent  l'un  sur 

^  Tautre ,  à  très  peu  près  comme  si  les  corps  qui  les 

composent  étaient  réunis  à  leurs  centres  de  gravité 

.     respectifs ,  el  que  par  conséquent  ces  centres  se  meu- 

,     veot  comme  si  cette  réunion  avait  lieu  en  effet. 


e. 

0 

e 
s 


1 1  •  Le  Soleil  et  les  planètes  forment  un  système 
semblable  à  celui  que  nous  venons  de  considérer,  les 
distances  des  satellites  à  leurs  planètes  étant  toujours 
peu  considérables  relativement  aux  distances  de  la 
planète  au  Soleil  et  aux  autres  planètes.  Il  en  réiSi'ultè 
donc  que  le  système  d'une  planète  et  de  ses  satellites 
agit  y  à  très  peu  près ,  sur  les  autres  corps  du  système 
solaire ,  comme  si  la  planète  et  ses  satellites  étaient 
réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité ,  et  que  ce 
centre  est  attiré  par  ces  différens  corps,  comme  il 
le  serait  dans  cette  hypothèse.  Il  s'ensuit  encore  que 
Faction  du  Soleil  et  des  planètes  étant  à  très  peu  près 
la  même  sur  la  planète  et  sur  les  satellites ,  ceux-ci  se 
meuvent  à  très  peu  près  comme  s'ils  n'obéissaient 
qu'à  l'action  de  la  planètCé 

Enfin  la  constitution  du  système  solaire  permet 
encore  d'appliquer  aux  planètes  et  aux  comètes,  les 
considérations  sur  >  lesquelles  nous  avons  établi  les 
équations  différentielles  (D)  et  (B),  et  les  actions  ré- 
ciproques de  ces  corps  les  uns  sur  les  autres  sont  à 
très  peu  près  les  mêmes  que  si  leurs  masses  étaient 
concentrées  dans  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 
Mais  cette  supposition,  que  la  petitesse  des  dimensions 
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des  corps  célestes  y  comparativement  à  leui^  distances  1^ 
mutuelles , rend  déjà  fort  approchée,  acquiert  par  la 
sphéricité  de  leurs  figures  un  nouveau  degré  d'exac^ 
titude.  Eu  effet,  on  peut  regarder  les  planètes  et  les 
comètes  comme  étant  formées  de  couches  à  très  peu 
près  sphériques,  de  densités  variables,  et  nous  avons 
fait  voir,  n*  19 ,  livre  I ,  que  l'action  d'une  couche  sphé- 
rique  homogène,  sur  un  corps  qui  lui  est  extérieur,  est 
la  même  que  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre; 
d  où  l'on  peut  conclure  encore  que  les  quantités  né- 
gligées dans  la  formation  des  équations  (D)  et  (B)  sont 
du  même  ordre  que  l'excès  du  sphéroïde  que  l'on  con- 
sidère sur  la  sphère  concentrique.  Les  différens  corps 
du  système  solaire  réagissent  donc  leS'unssur  les  autres 
à  très  peu  près  comme  si  leurs  masses  étaient  réunies 
à  leur  centre  de  gravité,  non-seulement  parce  que 
leurs  distances  mutuelles  sont  très  grandes  par  rapport 
à  leurs  dimensions  respectives ,  mais  encore  parce  que 
leur  figure  s'éloigne  peu  de  celle  de  la  sphère. 

12.  Si  les  corps  célestes  n'obéissaient  qu'à  la  seule 
action  du  Soleil,  et  si  leur  figure  était  exactement  sphé- 
rique ,  les  courbes  qu'ils  décrivent  autour  de  cet  astre 
seraient  elliptiques ,  et  leur  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité  serait  celui  d'un  corps 
solide  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice, 
cl  qui  a  reçu  seulement  une  impulsion  primitive  quel- 
conque, cas  que  nous  avons  examiné  dans  le  chapitre  Y 
du  premier  livre.  Dans  cette  double  hypothèse,  les 
seconds  membres  des  équations  (E)  et  (B)  se  réduisant 
à  zéro^  ces  équations  deviennent  intégrables;  et  comme 
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en  effet  les  planètes ,  les  com&tes  et  les  satellites  se  meu- 
vent à  très  peu  près,  les  premières  autour  du  Soleil , 
les  seconds  autour  de  leurs  planètes,  comme  s'ils 
n'obéissaient  qu'à  Faction  des  forces  principales  qui 
les  animent ,  on  peut  regarder  les  résultats  qu'on  ob- 
tient de  cette  manière  comme  une  première  approxi- 
mation des  mouvemens  célestes ,  et  les  forces  négligées 
comme  des  forces  perturbatrices  dont  le  seul  effet  est 
d'y  produire  de  faibles  altérations.  Un  beau  procédé 
d'analyse,  que  l'on  doit  au  génie  de  Lagrange,  offre 
un  moyen  facile  de  tenir  compte  de  semblables  forces, 
quel  que  soit  leur  mode  d'action  sur  les  mobiles, 
(pourvu  seulement  qu'elles  soient  supposées  tn's  per 
tites  par  rapport  aux  forces  principales),  par  de  simples 
variations  données  aux  constantes  qui  entrent  dans  les 
intégrales  de  la  première  approximation,  c'est-à-dire 
dans  les  intégrales  trouvées  en  faisant  abstraction  des 
forces  perturbatrices.  Les  deux  principaux  problèmes 
du  système  du  monde,  la  détermination  du  mouve- 
ment de  translation  des  corps  célestes  et  de  leur  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leur  centre  de  gravité, 
se  trouvent  ainsi  ramenés  à  une  simple  question  ana- 
lytique qui  les  embrasse  tous  deux  dans  sa  généralité. 
Nous  consacrerons  le  chapitre  suivant  à  exposer  cette 
féconde  méthode  d'intégration,  en  appliquant  ensuite 
aux  équations  différentielles  (E)  et  (B)  les  formules 
générales  qu'elle  nous  fournira,  nous  parviendrons, 
par  des  approximations  successives^  à  déterminer  de 
Ja  mianière  la  plus  simple  le  double  mouvement  des 
corps  célestes  avec  un  degré  de  précision  que  les  obser- 
vations les  plus  exactes  ne  sauraient  jamais  atteindre. 
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CHAPITRE  IIL 


Intégration  des  Équations  différentielles  du  Mouve- 
ment dun  système  de  corps  soumis  a  leurs  attrac- 
tions mutuelles. 

1 3.  Nous  avons  donné  dans  le  chapitre  précédent  les 
équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  corps  soumis  à  leurs  actions  mutuelles  ^  et  nous 
avons  fait  connaître  les  seules  intégrales  finies  qu'on 
soit  parvenu  jusqu'à  présent  à  tirer  de  ces  équations. 
Nous  allons  développer  dans  celui-ci  la  méthode  d'ap- 
proximation la  plus  lumineuse  que  l'on  ait  encore  ima- 
ginée pour  suppléer  à  cette  imperfection  de  l'analyse. 

Pour  traiter  cette  question  d'une  manière  générale, 
considérons  un  système  de  corps /ti,  m\  ml' y  etc. ,  agis- 
sant les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  xjuelconque,  et 
sollicités  de  plus  par  des  forces  accélératrices  dirigées 
vers  des  centres  fixes  ou  mobiles.  Les  résultats  qnenous 
obtiendrons  auront  ainsi  toute  l'étendue  dont  la  ques- 
tion est  susceptible,  et  il  sera  facile  ensuite  d'en  faire  Fap- 
plication  aux  équations  différentielles  du  double  mou- 
vement de  révolution  et  de  rotation  des  corps  célestes. 

Nous  avons  montré,  dans  le  chapitre  IV  du  livre  I, 
<|ue  la  détermination  des  mouvemens  d'un  pareil  sys- 
tèno^  pouvait  toujours  être  ramenée  à  un  nombre 
d'équations  différentielles  du  second  ordre  égal  à  celui 
«des  variables  indépendantes  que  chaque  question  com* 
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porte.  Une  intégrale  qui  résulte  dans  tous  les  cas  de 
ces  équations,  est  celle  qui  est  fournie  par  le  principe 
des  forces  vives.  Si  Ton  désigne  par  x^jyZ  les  coor- 
données de  m  y  par  x  yy\  55',  les  coordonnées  de  m',  etc., 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  et  que,  pour 
abréger,  on  représente  par  T,  la  moitié  de  la  somme 
des  forces  vives  du  système ,  en  sorte  qu'on  ait 

,p_77*  fdx''\'dy^'^dz\   ,   m!  /'d'x'+dy'+d/'\    , 

^  —1\        dt^         J'^^\  d?         ;-i-etc.; 

quW  nommp  de  plus  V  l'intégrale  de  la  somme  des 
forces  dont  le  système  est  animé,  multipliées  respec- 
tivement par  rélément  de  leur  direction,  c'estr-à-dire 
qu'on  fasse 

V=fm\Xdx+Ydy+Zdz)+fm\ÇK:d3/+Ydy'i'Z'dz')+eic., 

cette  intégrale  devient,  n"*  2^9  livre  I, 

T  —  \=:k.       (à) 

Les  coordonnées  x,y,  z,  x\ y\  etc.  déterminent  à 
chaque  instant  la  position  des  corps  agissans  du  sys- 
tème. Ces  variables  sont  en  général  liées  entre  elles 
p&r  des  équations  de  condition  qui  dépendent  de  la 
nature  du  système,  en  sorte  qu'il  ne  reste  finalement 
qu'un  nombre  de  variables  indépendantes  égal  à  trois 
fois  le  nombre  des  corps ,  moins  le  nombre  des  équa- 
tions de  conditions.  Nous  supposerons,  comme  cela  a 
lieu  ordinairement,  le  nombre  de  ces  variables  indé- 
pendantes réduit  à  trois,  <p,  4>  ^>  ^*  "^"^  désigne- 
rons, pour  abréger,  par  ^,  4%  ^9  ^^^  différences  de 
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ces  variables  prises  par  rapport  au  temps  t^  et  divisées 
par  Fëlément  du  temps,  en  sorte  qu  on  ait  : 

Il  sera  toujours  possible,  en  ayant  égard  aux  équa- 
tions de  condition,  d'exprimer  les  coordonnées  .r,^,  z, 
x'f  etc.,  et  leurs  différentielles,  en  fonction  des  nou- 
velles variables  ^,  %{/,  ô,  ^',  4'>  ®^  ^*  ^^  suffira  de 
substituer  à  leur  place  ces  valeurs  pour  convertir  dans 
une  fonction  semblable  une  fonction  quelconque  de  cc^ 
jf  Zf  x\y j  etc.  Ainsi  donc,  nous  pourrons  regarder 
désormais  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  T, 

comme  une  fonction  de  ^,  ^^  ô;  ^\  4'^  ^'^  donnée 
dans  chaque  cas  particulier. 

De  inéme,  si  Ton  suppose,  comme  cela  a  lieu  dans  ^ 
la  nature,  que  les  forces  dont  le  système  est  animé  \ 
sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et  re- 
présentées en  intensités  par  des  fonctions  de  la  distance 
des  différens  corps  du  système  à  ces  centres,  la  valeur 
précédente  de  V  sera  une  formule  toujours  intégrale, 
et  sa  valeur  finie  sera  une  fonction  des  coordonnées 
x^  J'y  z,  x\y\  s',  etc.,  et  par  conséquent  des  va- 
riables ^jA^i^f  fonction  qui  sera  donnée  dans  chaque 
cas  particulier.  Quand  des  centres  d  afctions  étrangers 
au  système  seront  mobiles,  la  fonction  V  renfermera, 
en  raison  de  leurs  mouvemens,  le  temps  ^,  indépen- 
damment des  variables^,  4,  ô;  mais  elle  ne  pourra 
contenir,  dans  aucun  cas,  les  différentielles  de  ces  va- 
riables. 

Cela  posé,  différencions,  par  rapport  aux  variables, 


•      '     *  .       ■ 
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^,  4»  6»  ^'f  4'')  ^»  l'équation  (a);  on  aura 

dV,      dV   ,,     dV    ,^  '      ^^ 

On  peut  donnera  cette  équation  une  autre  forme.  En 
effet ,  puisqu'on  a  généralement 

T==.(±:±^t^)+=:.(^iit£^±iC)+e,c., 

il  est  clair  qne,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on 
jgusbtitue  pour  x,jr,  z,  af,  etc. ,  dans  cette  quantité , 
T  deviendra  une  fonction  homogène  de  deux  dimen- 
sions par  rapport  aux  différences  des  nouvelles  va- 
riables qu'on  aura  choisies.  On  aura  donc^  par  la  pro- 
priété connue  de  ces  sortes  de  fonctions , 

r 

df'  '  dt  "^  d-i^'  '  dt '*'  dd"  de  ~  ^ 

Substituons  la  valeur  résultante  de  T  dans  l'équa- 
tion (a) y  et  différencions  ensuite;  nous  aurons 

>v*-  d^)'di'^\r'd^)'ii'^\r'W-  Tt 

Si  de  cette  équation  on  retranche  l'équation  {b)y  et 
qu'on  observe  que  les  variations  d(pjd'\^d^,  étant 
indépendantes  entre  elles,  on  peut  égalqr  séparément 
Tome  I.  i4 


dT         dV 

d<f  ~       d^ 

=  o, 

dT         dV 
d-y^          d-^ 

=  o. 

dT         dV 
dS          dâ  ■ 

=  o. 
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h  zéro  leurs  coefficîens^  on  aura  les  trois  équatious 
difTéreutiell^s  suivantes 

dt 

^j/ ^_^_       /     (c) 

dâ  "  "  " 

,  dT 

dt     "* 

Ces  é(f nations  senrircHit  à  déterminer  les  variables 
^f'\f^f  en  fonction  du  temps.  C'est  sous  cette  forme 
que  Lagrange  présente  dans  sa  Mécanique  analytique 
les  équations  générales  du  niouvement  d^un  système 
de  corps. 

On  peut  leur  donner  une  forme  plus  simple ,  eu 
supposant 

,T  +  V;=U,    ^.s=,*,   54r==«'  5^="' 

,     r 

r 

ce  qui  donne ,  en  observant  que  la  fonction  V  ne  con- 
tient pas  les  variabljes  ^f,  4^  ^'f 

dT        du  dT       iflJ  dT        ^U     ,   . 

Les  ^uati(^s  (  c }  deviennent  ainsi 

du 


^^ 

d\3 

du 

du 

du 

dt" 

~~d4>  > 

dt  ~ 

-  d4>» 

dt 

Et  les  ik[aati0iis  da  mouyement  d'un  système  de 


f 
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corps  nij  ni  y  etc.,  soat  ramenées  à  la  forme  la  pins 
simple  qu^elles  puissent  prendre. 

i4*  Les  trois  quantités  ^^  Uj  s^y  sont  données  par  les 
équations  {j))  en  fonction  de  ^ ,  %|/ ,  9,  ç',  %[/',  fl'  ;  réci- 
proquement, on  peut  conclure  de  ces  équations  les 
valeurs  de  ^',  4'»  ^i  ^^  fonction  de  ^,  %[•,  ô,  j,  m,  i^, 
et  transformer  par  conséquent  une  fonction  quel- 
conque des  six  premières  variables  en  fonction  des 
six  autres;  mais  on  doit  observer  que  les  différences 
partielles  :  de  cette  fonction  prises  relativement  à  ^ , 
«\[.,  0,  ne  seront  pas  les  mêmes  dans  les  deux  cas. 
Ainsi,  lorsqu'on  regardera  U  comme  fonction  de  (p^  ^|. , 
6,  s,u,i^,  ses  différences  partielles  relatives  à  ces  trois 
variables  ne  seront  pas  les  mêmes  que  les  différences 
partielles  de  cette  même  quantité,  regardée  comme 
fonction  de  (p,  '^,  ^,  (p\  4',  ^*  Pour  les  distinguer, 

1  /  .  dX]      dU      dV      1       j«i*»/ 

nous  désignerons  par  --t-  ,  ^ ,  -^ ,  les  dinerences 

prises  dans  la  première  hypothèse,  et  par  les  mêmes 
expressions  entourées  de  parenthèses,  les  différences 
relatives  à  la  seconde.  Ces  dernières  différences  par- 
tielles forment  les  seconds  membres  des  équations  (^)  ; 
on  aura  donc,  conformément  à  cette  notation ^ 

ds /ûTUx         ^"_*/^U\         dv  /^\      /jr\ 

di~\^J'       dt   ^\^)'    'it'~\dfJ'     ^^ 

Or réquation U  =  fonct.  (kP,  %|/,  Ô,  ^',  4'>  6')  donne,, 
en  y  regardant  ^',  4^  6'^  comme  fonctions  des  va- 
riables tP,   4,    ^f  ^f  S^^9 

cAJ       /rfU\  ,  du     d<^'    ,  <W     rf4'        rfU     dé' 


d(f  ~\â^)'^  à(f''  d^  Td^'J^  '^  ISf*  é^' 
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dO- 

d4  • 

~w) 

-^dp' 

dp" 
d^ 

dV 

^  d^' 

di' 
'd4 

+ 

dv 

M  * 

àtf 

dV 

~\d»j 

i+S 

dp' 
'  dé 

di' 
•  de 

+ 

dif 

djtf 
•~d»- 

Si  Ton  tire  de  ces  équations  les  valeurs  de  (jr^f 
CttJ  '  v*^)  ^  ^*  qu'on  les  substitue  dans  les  equa-- 
tions  {d!)f  en  mettant  s^u,vlaL\2i  place  de  -r-r  f  ^-p, 

du 

•^  ,  on  aura 

A   _dU_      ^_      ^-^      ^ 

dt  dp  'dp  'dp  '  dp  ' 

d*»  _dU  d/  d^f.'  d>' 

dT"  d^  ~*-"^~''-"dr""^*'dr- 

Telle  est  donc  la  forme  que  prendront  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  lorsqu'on  choisira 
pour  variables  s,  u,  ç,  au  lieu  de  ^',  4*  ^** 

Si  Ton  différencie  la  première  de  ces  équations  par 
rapport  à  ^  ^  la  seconde  par  rapport  à  ^ ,  en  regjair- 
dant  s,  Uf  {>,  comme  constans  ;  qu'on  les  retranche 
ensuite  l'une  de  l'autre^  on  trouve 


'8  a'u 


d*' 


d'^.dù         dp,di 


(m) 


Nous  avons  surmonté  d'un  trait  ces  différences  par- 
tielles et  les  suivantes,  pour  rappeler  que  dans  les 
différenciations  qu'elles  indiquent  ^,^^,9  ets,  u^  i^ 


[ 
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sont  riegardëes  comme  six  variables  iadépendantes 
lune  de  Fautre. 
On  aurait  d'une  manière  semblable 

d^p  d*8  d^u  d^v  ,    V 


d(^.dt         dA:dt  '      d^.dt  d^M 

Si  Ton  différencie  par  rapport  à  j  la  première  équa- 
tion (e)  sans  faire  varier  (^^A^^^i  on  trouvera 

d*J  rfÔJ  jy  d^'  dH'       d(p' 


ds.dt        ds.dç  '    ds.dç         '   ds^d^  '  ds,dç>       d^  ' 

Mais  si  l'on  prend  la  différence  partielle  de  U  par  rap- 
port à  la  variable  s  qui  n'entre  dans  U  qu'autant  qu'elle 
est  contenue  dans  les  valeui's  de  ^',  4'*  ^'^  ^*  qu'on 

mette  à  la  place  de  ^rr  f  -yrTy  -jtt  y  leurs  valeurs  $  ^u 
i',  on  trouve 

rfU  dp'  d^'  dV 

Cette  équation  est  identique  lorsqu'on  y  considère    ^ 
U,  ^',  4',  9'  comme  fonctions  de  ^^  \|/^  %ySyUy  v\  on 
peut  la  différencier  par   conséquent  par  rapport  à 
Tune  quelconque  de  ces  six  variables.  En  différea- 
iciant  par  rapport  à  ^  ^  ou  a 

rf^tf  _       jy  d*^  dH' 

ds.  dç         '  ds,d(p         ' ds.  dç         '  ds.dp  ' 

d^A 

La  valeur  de   ,    ,  ,  en  vertu  de  cette  équation  /  se 
réduit  à 

<fs  '   dp'  ^   V 

ds.dt  d<p  *         ^   ^ 
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En  difFérenciant  semblablement  lâ  même  équation 
par  rapport  a  u  et  a  i^,  et  en  considérant  les  vakurs 

des  dîfiféreiices  partielles  ,     .,    ,     ,  ^  on  aurait 
dTs    .^^îl  ^7 d8^       ,x 

Les  deux  dernières  équations  (e)  donnet^aîent ,  par 
des  considérations  analogues , 

d^u  d^'         d^u  d-^'  d^u 


da.dt  cf 4*  '     du.dà  d-^  ^      dç.dt 

âfi  dm'         rfV  d-V  dÇ 


Enfin  si  Ton  différencie  Téquation  (n)  par  rapport 
ku,  et  la  première  des  équations  (o)  par  rapport  as, 
qu'on  retranche  ensuite  les  deux  résultats  l'un  de 
l'autre,  on  trouvera 


^=#'.    (^) 


et  par  conséquent 

du  ds 

* 

On  aurait  d'une  manière  semblable 

dp  —  ds  '         dp         du        ^^' 

Ces  diverses  relations  nous  seront  utiles  dans  ce 
qui  va  suivre. 
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1 5.  Revenons  maintenant  à  la  question  principale 
qui  doit  nous  occuper  ici.  Supposons  qu'étant  parvenu 
à  intégrer  complètement  les  équations  (c)  dans  l'état 
où  elles  se  présentent ,  de  nouvelles  forces  accéléra- 
trices dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles ,  et 
dont  les  intensités  sont  représentées  par  des  fonctions 
des  distances  de  ces  centres  à  leurs  points  d'applica- 
tions respectifs^  viennent  à  agir  sur  les  différens  cor^ 
m,  m'j  etc.^  du  système^  et  qu'on  se  propose  d'avoir 
égard  y  dans  la  solution  du  même  problème  y  à  l'in- 
tervention de  ces  forces.  Si  l'on  désigne  par  £1  l'inté- 
grale de  la  somme  de  ces  nouvdles  forces  multipliées 
chacune  par  l'élément  de  sa  direction  (quantité  que, 
pour  abréger,  nous  nommerons  à  l'avenir  la  fonc'- 
tion  perturbatrice) y  comme  ces  forces  sont  absolument 
de  même  nature  que  celles  d'où  dépend  la  fonction  V, 
il  suffira,  pour  y  avoir  égard,  de  substituer  V  +  fl 
à  la  place  de  Y  dans  les  équations  {c)é  Les  équations 
du  mouvement  du  système  altéré  par- 1^  forces  per- 
turbatrices ,  seront  ainsi 


dt 

dT  dV  da 
d^        d^        d^  ' 

dt     ■ 

dT       dX        dCÏ 

d^        d^~  d4^' 

d  '^ 

dT      dv      da 

dt 

dû         du         dô  ' 

(/) 


équations  qu'on  peut  ramener  d'ailleurs  à  une  forme 
analogue  a  celle  des  équations  (ef').  En  effets  il  eut 
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aisé  de  voir  qtf'il  suffira  pour  cela  de  substituer  U^ — Cl 
à  la  place  de  U ,  dans  les  é<juations 

*-0'''=°'  ''«"O'^^»'  ^*"(S)'^'='>  ■'  (') 

les  valeurs  des  quantités  représentées  par  s,u,i>  qui 
ne  dépendent  que  de  la  fonction  T  ne  seront  pas 
changées ,  et  les  équations  précédentes  se  trouveront 
seulement  augmentées  d'un  nouveau  terme ,  c'est-à- 
dire  que  l'on  aura 

U  est  inutile  d'entourer  de  parenthèses  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  £1 ,  comme  on  le  fait 
à  regard  de  celles  de  la  fonction  U  (d'après  la  re- 
marque du  n"  14),  parce  que  Cl  ne  contenant  pas  le5 
variables  (p\  %}/',  fi',  ses  différences  ne  changent  pas 
quand  on  regarde  (p',  %[/',  fi'  comme  fonctions  des  va- 
riables ^^  '^,  Qf  s,  u,  u. 

U  s'agit  donc  d'intégrer  les  équations  (2),  en  sup- 
posant qu'on  ait  complètement  intégré  les  équa- 
tions (i),  c'est-à-dire  ces  mêmes  équations  (2),  dans  le 
cas  où  Ton  fait  abstraction  de  leurs  seconds  membres. 

La  méthode  d'intégration  que  nous  nous  proposons 
de  développer  consiste  à  satisfaire  aux  équations  (2) 
par  les  mêmes  intégrales  fournies  par  les  équations  (  i }, 
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en  faisant  seulement  varier  les  constantes  arbitraires 
qu'elles  renferment,  de  manière  à  remplir  cette  con-« 
dition. 

Les  équations  (i)  étant  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  variables  <p,  4>  ^f  leurs  intégrales  finies 
contiendront  sik  constantes  arbitraires  ^i ,  ^^^yfygf^f 
et  l'on  pourra  par  leur  moyen  exprimer  les  valeurs 
des  variables  ^,4^  ^y  ^^  fonctions  du  temps  t  et  de 
ces  constantes ,  de  sorte  qu'on  aura  généralement 

<!>=  fonct.(^ï, b,cj,g^  h,  t);  4=fonct.(^ï,  b,  c,f,g,  h,  /), 

fl= fonct.^a,  b,  c,f,  g,  h,  t). 

Four  satisfaire  aux  équations  (2)  par  les  mêmes 
expressions  finies  de  ^,4,  fl,  nous  différencierons 
deux  fois  de  suite  les  valeurs  de^,  '^,^f  eny  faisant 
varier  à  la  fois  le  temps  /  et  les  constantes  a,  b,  c,/,  g,  h  ; 
nous  substituerons  ensuite  dans  ces  équations  les  va- 
leurs résultantes,  et  nous  aurons  ainsi  trois  équa- 
tions qui  serviront  à  déterminer  les  variations  que 
doivent  prendre  les  quantités  ^i,^,  c,  etc.;  mais 
comme  ces  variations  inconnues  sont  en  nombre 
double  de  celui  des  équations  auxquelles  elles  doi- 
vent satisfaire,  nous  pourrons  les  assujettir  encore 
aux  trois  équations  de  condition  qu'il  nous  plaira  de 
leur  fixer. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  à  cet  égard  est  de  sup- 
poser que  les  différentielles  premières  des  varial^es 
^ ,  4  '  ^  conservent  la  même  forme  dans  le  cas  où 
l'on  fait  varier  les  arbitraires  a,by  c,J,g,  h,  et  dans 
le  cas  où  elles  sont  regardées  comme  constantes  j  c'est* 
à-dire  qu'on  égalera  à  zéro  la  partie  de  chaque  dif* 
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férentlelle  d^ ,  d'^,  dfy  qui  résultera  de  la  yariatîon  de 
ces  arbitraires.  On  aura  de  cette  manière  trois  non* 
velles  équations  de  condition ,  qui  ne  renfermeront, 
ainsi  que  les  trois  autres ,  que  les  différentielles  pre- 
mières des  six  quantités  a^  b,  Oyf^  gy  h.  C'est  là 
le  grand  avantage  de  ce  procédé. 

Nous  désignerons  désormais  par  la  caractéristique  tT, 
placée  devant  une  fonction  quelconque  du  temps  t  et 
des  constantes  ay  h^  etc.  j  la  différentielle  de  cette 
fonction  prise  en  y  faisant  varier  ces  dernières  quan- 
tités seulement ,  de  sorte  qu'on  aura,  par  exemple. 

Cela  posé,  en  vertu  des  trois  équations  de  condition 
que  nous  nous  sommes  données ,  nous  aurons  d  abord 

/(pîso,    cr4=o,    «rfl=o.     (A) 

Si  l'on  différencie  une  seconde  fois  les  expressions 
de  (p ,  *>[.,  0,  en  y  faisant  varier  le  temps  iy  et  les  cons^ 
tantes  arbitraires  qu'elles  renferment,  et  qu'on  subs- 
titue leurs  valeurs  dans  les  équations  (â)  >  les  diffé- 
rentielles dsy  duy  dv  seront  augmentées  en  vertu  de 
la  variation  des  constantes  de  ^Sy  cTm,  ^v.  Les  fonc- 
tions A  et  U,  ainsi  que  leurs  différences  partielles, 
ne  changeront  pas,  parce  qu'elles  ne  renferment,  la 
première ,  que  les  variables  ^,  >[/,  9,  la  seconde ,  que 
ces  mêmes  variables  et  leurs  différentielles  premières, 
et  que  ces  quantités  restent  les  mêmes,  soit  que  Ton 
traite  les  arbitraires  aybyCyfygyhy  comme  variables 
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oui  comme  constantes.  On  aura  donc  ainsi 

Les  valeurs  de  cp ,  4  >  ^»  ^^^*  supposées  satisfaire  à  ces 
équations  dans  le  cas  où  la  fonction  A  est  nulle ,  et 
qu'on  les  diflerencie  seulement  par  rapport  à  ^  ;  on  a 
donc  identiquement 

^'-"(5^)-^'=^'  '^^-"(s^)-^*^^'  ^^-('5ï)-^'=^' 
et  les  équations  précédentes  donnent  simplement 

.        dCX    ,  .         dCl    .  .        da  ^         ,^^ 

^s=^.dt,     ^^dl-àt>     ^^^T^-^'     (») 

Ce  sont  trois  nouvelles  équations  de  condition  aux- 
quelles devront  satisfaire  les  variations  différentielles 
des  arbitraires  a,  ô,  ^^f^gf  '^-  Jointes  aux  trois  équa- 
tions (A),  elles  suffiront  pour  déterminer  ces  varia- 
tions. En  effet,  en  les  développant,  on  aurait  six  équa- 
tions du  premier  ordre  et  linéaires  par  rapport  aux 
différentielles  da^  db,  de,  df,  dg,  dh;  on  pourrait 
donc  obtenir  par  les  procédés  ordinaires  de  rélimir» 
nation,  les  valeurs  de  ces  différentielles;  mais  on  ar- 
riverait par  cette  voie  h  des  formules  très  compli- 
quées. On  parvient  à  exprimer  directement  ces  valeurs 
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d'une  manière  très  simple ,  par  les  considérations  sui' 


vantes. 


i6.  Supposons  que  l'une  quelconque  des  intégrales 
premières  auxquelles  auront  conduit  les  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  (i)  ne  contienne  qu'une 
seule  arbitraire  a,  cette  équation  intégrale,  résolue 
par  rapport  à  cette  constante ,  sera  de  cette  forme  : 

^ï  =  fonct.  (<p,  4 ,  G,  (p',  4',  6',  t)  ; 

ou  bien  en  regardant,  comme  nous  l'avons  fait  pré- 
cédemment, ^',  4'^  fl'  comme  des  fonctions  de  ^,  4> 
fl,  s,  u,  V,  données  par  les  équations  {p) 

a  =5  fonct,  (^,  4;  fl;  ^9^9  ^9  0* 

Cette  équation  étant  une  des  intégrales  premières  des 
équations  (i),  il  s'ensuit  que  sa  différentielle  com- 
plète, prise  en  y  regardant  a  comme  constante,  doit 
se  réduire  à  zéro  quand  on  y  substitue,  pour  ds^  du, 
ds^f  leurs  valeurs  données  par  ces  équations.  Si  l'on 
différencie  donc  l'expression  de  a  en  y  faisant  varier 
à  la  fois  les  constantes  et  les  variables,  et  qu^on 
substitue  pour  cT^,  é'u,  J^if,  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  (B),  en  observant  que  cr^  =  o, 
^4  =  o,  crd==o,  on  aura  simplement 

,  /da     dci    .    da     dQ    ,    da     dO\    j^         /.^ 

Cette  forniule  détermine  directement  la  valeur  de  la 
variation  différentielle  d!a;  mais  on  peut  lui  donner 


p 
f 
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e  autre  forme  qui  a  de  grands  avantages^  cornine 
us  le  verrons,  em  employant,  au  lieu  des  différences 
'tielles  de  la  fonction  12  prises  par  rapport  aux  va- 
bles  (p,  4,  fl,  ses  différences  relatives  aux  cons- 
ites  cijhjCjfjgyhy  introduites  par  la  subslî- 
ion  des  valeurs  connues  de  ^,  4,  0,  en  fonction 
temps  et  de  ces  arbitraires.  En  effet,  si  Ton  regarde 
•\}r,  6  comme  fonctions  de  ^ï,  i,  c^  ffgf  ^9  on 
ra 

dQda^^  do,  db       dxi  de       dCï  df   t^^^  4g ^^  do.  dh 

da'd^       dô'd^       dc'df      df  d^       dg'd^      dh'd^* 

' ~ d^'d^^lb'd^T  dc'd^'^df'd^ "*"  W^      d/id^* 
j dada       dCldb       dCi^dc    ^^  da  df    ^^^^g  ^^do,  dh 

'~d^'Tb^db'di'^l^'di'^df'd^'^d^'M'^M''M' 

is  valeurs  substituées  dans  l'expression  de  da  don- 
Tont 


da 


(da    da    ^^  da     da  ^^  da    da\     dti     , 
di'dq>'^d'u'd^'^d:>''dE)'dZ'°'^ 

,    /da    db  j,    da    db  ^^  da    db\     da    , 

"+"  VA  •  5^  "*"  3«  •  34  "^  5;;  •  5r;  •  5zr  •  **' 

,    fda    de    ^^  da     de    ^^  da    de\     da    , 

■•"  V57  •  5?  "*"  5Ii  •  3Ï  "*"  5;^  •  5«y  •  5c  •'*' 

_,{da    df       da    df_,da    df\     da    , 
'^'Kds'df'^di^'d^'^'du'dïJ'  df''^^ 

,    (da    dg    ^^da     dg  ^^da    dg\     dCï    , 

'^Kds'd^'*'  du'd4'^di>'dSj'd^''*' 

,    /da    dh    1^  da    dh  ^^  da    dk\     dû,    -, 
"*"  V3»  •  d^'^Tu, 'd^'^d^'Wj'lh'^' 
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Ott  peut  faire  di$pai:aitre  de  cette  expression  le  terine  \ 
multiplié  par  t-,  en  observant  qi!e  la  fonction  fl  ne  ^ 

contenant  pas  les  variables  <p%  4^  ^'>  ^^  P®^*  renfer-   ^ 
mer  non  plus  les  quantités  s,  u,  i^;  ou  aura  donc 

dci du  da     dcidb      dû,  de      dsidf     dci  ^g  j^^  dA  ^ 

d^~d^'di'^db'di'^d^'d^'^lf'd^^dg'd^'^dh'd^~^^ 

da dû  da      dCldb      dQ  de   ^^da  df      dCl  dg      <d£l  dh 

du      da'du      db'du      de  du      df'du      dg'du      dfidu       ' 

do      dada  .  dCï  dU     dO  de   .  dci  df  ^  dCid^  .  dCl  dh 
dif      da  'dtf  "^  db  'dp^     de  'dv      df'dif      dg  'dp      dJidy 

Si  l'on  multiplie  ces  quantités  nulles,  la  première  par 

da     1  j  aa      I     .      .  .>  da       .        , 

•3-,  la  seconde  par  ^,  la  troisième  par  g-,  et  quon 

retranche  leur  somme  de  la  valeur  précédente  de  da^ 
on  aura 

-       /da  db      da  db     da  db      da  db      da  db      da  db\  dQ  , 
yjds'df      dpds     dud'^'^d'^'du     dt^'dQ      d^'dpj'db* 

/fîa  de      da  de  ^da  de      da  de  ^  da  de      dade\  dCl  . 
\ds'dç     dçi'ds     dud^"     <S^'du     dp*d^      dÂ'dy/dc' 

/rfa  f(f^_^  df.da  df da  4f  1  ^  4f     ^^  4/\  ^^ 

+W5^     dç'dT^du'd^    d4^'dird^'dS~dï'di^J'df 

da  dg      da  dg^da  dg      da  dg  ,  da  dg     da  dg\  dCl   , 
.Â'd^p      d(pir^dû:^      d^'diI^di^'d^~WT\;/dg 

da  dh     da  dh     da  dh\  do, 

^d^'df^di'd^^/dh''^^ 


y^(àa  dh     da  dh     da  dh      da  dh 
Xds'd^  .   dç^ds      dud^'^d^'difi 


Cette  expression  de  da  est  en  apparence  plus  com- 
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pliquée  que  l'expressioa  (h)  d'où  elle  est  déduite^ 
mais  elle  jouit  d'une  propriété  bien  remarquable , 

c'est  que  les  coefficiens  des  différences  partielles  jr, 

-T^ ,  etc. ,  deviennent  indépendans  du  temps  t ,  après 

qu'on  y  a  substitué^  pour  ^,  4^  û>  s,  u,  ç,  leurs  valeurs 
en  fonction  de  t  et  des  arbitraires  ^y  f^,  c,  f,  g,  h. 
Comme  c'est  à  cette  propriété  que  la  méthode  d  ap- 
proximation que  nous  venons  d'exposer  doit  ses  prin- 
cipaux avantages  dans  les  applications ,  nous  ne  pou- 
vons nous  dispenser  de  la  démontrer  ici  d'une  manière 
directe ,  quoique  cette  démonstration  exige  quelques 
développemens, 

17.  Pour  cela,  reprenons  la  valeur  que  nous  avons 
supposée  à  la  constante  a  dans  le  n®  précédent. 

a  =  fonct.  (tp,  «4/,  B,  s,  u,  p,  t). 

Si,  après  avoir  tiré  de  cette  expression  la  valeur  de  3- , 
on  la  différencie  par  rapport  a  t,  en  observant  que 
^  =  'P»   -5r  =  4»    5^  =  e',onaura- 

T  da         /  d^a      ,   d*a    ^^   ,      d*a       | ,   ,       c^a     Af 

d^a       ds         d^'a       du  d'à       dv\     , 

'^  dpTdi  •  di'^dfTdu  •  li  "*"  d^Td^  •  di)'^'^ 

mais,  en  prenant  la  différentielle  complète  de  a  par 
rapport  à  ^,  on  a 
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(*) 


Ofl 


Si  Ton  considère  dans  cette  éqnation  ^\  %|/f  6'  comme 
des  fonctions  de  ^,  %l/^  0^  ^^z^^  (^,  données  par  les  équa- 
tions {jp) ,  et  qu^on  remplace  -tt  ,  -rr  i  -g-  par  leurs 

valeurs  tirées  des  équations  (2),  son  premier  membre 
deviendra  une  fonction  de  ^,  ^,  «4/,  ô,  ^,  m,  ^^  q^ 
devra  être  identiquement  nulle.  Cette  équation  sub- 
sistera donc  encore  en  y  faisant  varier  séparément 
l'une  quelconque  de  ces  sept  quantités. 

Supposons  cette  substitution  effectuée  ^  et  différen- 
cions l'équation  résultante  par  rapport  à  ^  ;  on  aort 

(Pa         d^a     f         d^a       ,,  d^a     .,        d'à     ds 


d^,dt      d^^  d^.d^*^    *^  d^.dê  dç.ds'  dû 

I      d^a      du^^    d^a       dv  ^^da      dqf    i_^    ^V 
d^.du  '  dt  '^dcp.du  '  'df      "df  *   d^'^d^'lôî^ 

da     d(f       da        d^s    ^da     d^u        da,     d^if  

"^5r  '  d^'^dâ  '  dç7di'*'dû'd^7di      dï^'dçTdi      ^' 

et  la  valeur  précédente,  de  d.-^  deviendra^  en  vertu 
de  cette  équation , 

^  da /da     dç^  ^.  da^     d-^'         da      dV 

*Sjf  \dç  *  'd^       d-^  '  "dip         "35"  *  dp* 


+ 


da         d*8         da       d*u   j.   da^        rf*v  \    . 
de   *  d(f,dt       dû  *  df.dù'^dy   *  df.dtj 
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On  trouverait  de  la  même  maolère 

c/a  rda     dqf        da     d^'        da    db\ 

'd4~\dp'd^^d-i,     1^^  dS'  d^ 


da  __^     /  da     d^^   ^^  da      dj/       Ai 
'^•d«'~      Vd?'"^      ^'  àé  ^dé 


^^  da        d^s  da       d^u    ^^  da       d^p   \    , 

"^"^T  *  d^.dt  **"  ^*  d«.d^  "*"  dT  '  dh  dû)' 

Il  faut  bien  remarquer  que ,  dans  ces  expressions  ^ 

d^5         d*5  d*fi 

nous  désignons  par  ^^^,  g^^,  _^,  etc.,  les 

,  y    ds      du     dv     1         1  11  /> 

valeurs  de  ^,  -j-y  g-,  dans  lesquelles  on  fera  vancr 

^successivement  (p^  «vl/,  6,  en  regardant  SpU^  i>,  comme 
constans. 

Si  Ton  suppose  à  la  constante  b  une  valeur  sem- 
blable à  celle  de  a,  on  trouvera  pour  ^.  ^  )  ^*  tt  »  ^*  x  » 

des  expressions  analogues  aux  précédentes ,  en  chan- 
geant simplement  dans  cellesKri  a  en  b.  Cela  posé ,  si 

l'on  multiplie  l'expression  de  ^.-7-  par  -^-^  l'expres- 

1      Y     da  do      1,  •         j      1      dû 

sion  de  a ,  -^—  par —  -j- ,  1  expression  de  a.  -jr-  par 

da  11      V     j     da  dh     %y  •        j     j     db 

-y- ,  celle  de  a.  j-r  par  —  -j- ;  1  expression  de  a.  -^ 

par  -j- ,  celle  de  d.  -jr  par  —  -t-  ,  qu'on  les  ajoute 

ensuite,  en  observant  que,  d'après  les  équations  (/»), 
on  a 

d'tf     _    /^"'^         ^'^    ^    dV         dhjb   _    dV 
dXTdt'^  d(p,dù'  db.dt  ^df.dù*  di.dt  ~  d^.dt' 

Tome  I.  i5 
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on  trouvera  que  leur  sOBHâe  se  téduit  à 

da  jdb       db  ^  da  f^da  j  db       db    .da    ,dd   .  db      db  .da\ 
ds'   'd^       ds'    'dp^ du    '7^^  Hu    'd-^      dif'   'dS       dif'   'dû 

Kda    db       da     db\     d^       fda     db       da     db\     d^' 
dp*  ^'^  ds  '  dpj  *    dp  "^  \d^  'de       ds  '  d^J  '  dp 

,/da     db da     db\     d(/ 

'^Kdè  '  ds        H'H/'lp    . 

/da     db       da     dB\     ^   ,    (^o,      db^^da     db\     d^'  \,« 

\4p  'du       du'  dp)  '  d^       \34  'du      du'  d-^J  '  d^  j^^ 

xfàa     db       da     db\      d^' 

,   /da     db      da     db\     dp'       /Ha      db       da     db\     ^4' 
'^\dp'T^f^di^'dp)s^\Xl'di^'^d^ 
,fda     db       da     db\     rf«'"1      , 

RepFenOtis  k  Vâlectr  de  la  constante  a.  Si  Ton  dif- 
férencie par  rapport  à  ^  sa  différence  partielle  prise 
relattrem^fnt  à  la  variable  5,  on  aura 

.   ^  da       r"  d*a  d*a        ,  ,      d^a      j,  ^     d^u      ,, 

'^''d^^LdsM^dp.ds'^^  d^.ds'^^'^dU^'       , 
,  d'à     ds  d^a        du         d^a      rfi'"!     . 

'^Wdi'^  irsa'  if^^np'dts"^^' 

Mais^  en  faisant  varier  s  dans  Féquation  identique  (s)^ 
on  a 

d'à     .     d*a      ^>,     d^a      ►/  -  _*«_    /u 

^rdi^d^ds'^'^jfdi''^^dô:dr'^ 

d^a     ds     ,      d^a      du         d^a        dv 
"*"   ds»  •   dt  "*"  cETcC  •  lî  "^d^  '  1t 
da     d^        da-    ^^  .    ^a     dV 
dp  '    ds     ,     d^'   ds        "5r  *  "dT 

,     da       d*g  da       d^u  da        dV    

*"  TS"  •  ds.dt        ïïû''  ds.  d7  **"3îr  'ds.dt        ^* 
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Mous  exprimons^    dans  cette  étpiatioD^  par  -,    ,  , 

^''    'à        ,-7—^,  T^f  le*^  difFérentiefles  des  valeurs  de  -^, 

'  ^,  ^prises  en  y  regardant  ^,  4^  ^>"^  «^,  comme 

i 

constantes  •  et  divisées  par  ds. 

L'expression  de  e/.^  se  réduit  ainsi  à  la  suivante 

,  da fda    ^     ,    ^   d'i/        da  dh' 

da     d'^      ,  dg     d^u        da    dVx 

'^Tz''dr:i;t^Tii'di:dt'^Ti;'drity^''' 

On  trouvera  de  la  même  manière 

rfa _/'^    dp'        da     d4/'         da    d6[ 

'  duT^      \dç  *  du         d^J^  *  dû         dd  *  du 

f^da     d*8         da     d^u       da     d*p  \    , 
ds'du.di       du' du, dû      du'duMtJ'      ' 

,  da /da    ^    ,    da     AJ/       da    dV 

"^'Tp isdS^'d^  ■♦■  d^'  dp  '^lê'Th     ^ 

da     d^s         da     d^u        da    d*p  \    . 
ds  *  dp.dl       Uû  '  dpMt      dp  '  dpAtJ' 

On  aurait  des  expressions  semblables  pour  les  dliTé- 
rentielles  ^•;t-  ,  d.j- ,  d.^,en  changeant  seulement 
aenb  dans  les  équations  précédentes.  Si  l'on  multi- 
plie  maintenant  Texpression  de  d.-r-  par  ^,  celle 

de  rf.  j-  par  —  g-  ;  Texpi^ssion  de  d.jr-  psiv  4j ,  celle 

j       I  d6  da      If  .     .        j       1  da  d6        .. 

de  rf.  j-  par  —  -77  ;  1  expression  de  a.-j-  par  ^-,  celle 

i5. . 
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de  d.'T  par  — ^-^  et  quoa  les  ajoutte  ensuite,  €ii 
observant  que  les  équations  (ç)  donnent 

de   ''^  du^       dif  ''^  du*       dv  "^  d$  ^ 
i_  ^.,         .  â"»      .  d^8         d^B        d^u 

et  en  substituant  pour  ^^,  ^3-^,  -^j^,  -^^  etc. , 

leui-s  valeurs  données  par  les  équations  (n)  et(o),  on 
aura 

db   .da     da  ^  db     db    ,da     da    ,db   tjlb  ^da      da  ndh 
3ï'   V*      dip'   V*      dî}/'   *3Ji     rf^/*   'du      dB'   'dp      dîi'   'dt^ 

Kda    db da    db\    d^  t/da    db da    db\    d£ 
d^'  ds       ds  '  d^J  '  dç    '  \d^  *  3w       du'  d^J  '  d^ 
(da    db        da    db\    d^' 
d^'  dû        dp^  dp)  '  dB 
/da     db_da    db\    d^,(da_    db^_da    dh\  dy 
"*"V54*5;       d^'d^J'  d<^'^\d^'  du      dl^'d^J'd^ 

(da     db       da    db\    d4^' 
d4^'dû~dû'd4J''M 

db da    d6\    M' 

du      du'  dbj  *  d^ 
/da    db       da    db\      dff^X 

"*"  V.Â  '  5;  ""  df;  •  "^y  •  "srj-''^- 


/da    db        da    db\     dV        /da    ^^       ^^    «^  ^ 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  y  au  signe 
près,  au  second  membre  de  Téquation  (/)  -  onaura  donc, 
en  ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations^ 

da  ^db  db   jda  db   ,da  da  ^db 

2f*   'dp  de'  'dp  dp    'da  dp'  'ds 

^^da   ,db  db   .  da  .db    .  da  da    .M 

du    'd^  du    'a^  dif/  'du  d^  "du 

da  jdb  db  .da  db  .dà  da  .db 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  est  évidem- 
ment la  différeatielle  complète,  par  rapport  à  t,  du 

coeJfEcient  àe-jr^dt  dans  Texpression  de  da.  En  efiêt, 

en  intégrant,  on  a 

da  db      da  db      da  db       da  db  ^^da  db      da  db 

ds'd^      dç'da      du  d-^      d^'du      dp'iSi      dé'dv  * 

d'où  Ton  peut  conclure  que  ce  coefficient  ne  contiéht 
pas  le  temps  l  explicitement,  et  ne  saurait  être  qu'une 
fonction  des  constantes  a  et  b,  et  des  autres  arbitraires 
renfermées  dans  les  int^rales  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  après  la  substitution  des  va- 
leurs de  ^,  '^^  Q,  s,  Up  t^  en  fonction  de  t  et  de  ces 
arbitraires.  On  prouverait  de  la  même  manière  que 
le  temps  disparaîtrait  dans  les  autres  coefficiens  des 

différences  partielles  rr»  j^f  etc.;  en  sorte  que  la 

valeur  de  la  variation  différentielle  da  se  trouvera 
exprimée  au  moyen  des  différences  partielles  de  la 
fonction  fl  prises  par  rapport  aux  constantes  a,  b,  c, 
y,  g,  h,  et  multipliées  par  des  fonctions  de  ces 
mêmes  quantités  indépendantes  du  temps.  Il  en  serait 
de  même  des  variations  des  cinq  autres  arbitraires  b, 

^y  frgf  A- 

18.  Cet  important  résultat  constitue  à  lui  seul  la 
théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires ^  que 
nous  devons  tout  entière  à  Lagrange.  Son  génie  lui  fJt 
soupçonner  au  premier  aperçu  que  la  forme  très  simple 
que  Laplace  et  lui  étaient  parvenus ,  après  de  longs 
travaux,  à  donner  aux  variations  des  élémens  eîlip- 
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tiqueâ  ^çs  orbites  planétaires ,  né  devait  être  qu'une 
cpnseqi^ence  particulière  d^un  théorème  général  de 
Mécaniq^e ,  indépendant  des  forn^ules  de  ce  mouve- 
ment; et  bientôt  après  il  réussit  à  étendre  lanalyse 
qui  l'avait  si  heureusement  guidé  dans  ses  premières 
recherches,  aux  équations  différentielles  du  mouve- 
ment d'un  système  quelconque  de  corps  soumis  à  des 
forces  dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et 
représentées  en  intensités  par  des  fonctions  des  dis- 
tances de  leurs  points  d'application  à  ces  centres.  Le 
beau  théorème  que  nous  venons  d'énoncer,  ainsi  gé- 
néralisé, devint  applicable  à  un  grand  nombre  de 
questions  de  Mécanique  qui  n'avaient  point  été  jusque 
là  complètement  résolues. 

Nous  représenterons  désormais  les  coefficiens  des 
différences  partielles  de  Q  dans  la  valeur  de  da,  par 
les  symboles  (a, à),  {a,c)f  etc.,  de  sorte  qu'on  aura, 
par  exemple , 

,      . dadb      dadb      dadb       dadh      dadi      dadb 

^"'^J  —di'd^     3^*à  "*■  Tn'^  -  d^''dii.  "^  Tt>-d»  ~  dt'd^'  ^^ 

La  é[uâlitité  (a,b)  exprimera  ainsi  généralement  une 
certaine  combinaison  des  différences  partielles  des  va- 
leurs de  a.et  b,  prises  par  rapport  k  <p,  ^^^  ^,  s^  u,  u. 
Il  sufEra  de  permuter  entre  elles,  dans  cette  expres- 
sion, les  lettres  a,  b,  c,  f,  g,  h,  prises  deux  à  deux 
pour  former  Içs  yaleurs  des  quantités  ia,c),  (a,/), 
(a,  g),  etc. 

D'après  cette  notation ,  (^>^)  doit  représenter  ce 
que  devient  (a,b)f  en  y  changeant  les  lettres  a  et  b 
entrç  elles.   Or,  si  l'on  effectue  cette  permutation 
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dans  lequatîoa  pracédent^^  on  voit  que.  son  second 
mjembrQ  n^  hii  que  changer  de  lignes;  on  aura  donc 
généralement 

Enfin  y  si  Ton  combine  la  lettre  a  avec  elle-même^ 
ou  qu'on  substitue  dans  la  même  équation  a  à  la 
place  de  bj  pour  former  la  quantité  (a^a),  on  aura 

(a,a)  =^  Q. 

L'expression  que  nous  avons  trouvée  daps  le  n*  iÇ^ 
pour  la  variation  difféi^ntielle  ^e  a,  deviendra  donc, 
d'après  la  nptatioa  que  nous  vepons  d'adopter, 

i 

5^'=(a,è).3^+(<?^).^+fe/).^+(f ,ér).^  ;  (D) 

et  l'on  aurait  d^  expre^ÎQOS  sen^blables  pour  déter- 
miner les  variations  des  cinq  autres  arbitraires  b^  c. 

Il  faudsa ,  pour  appliquer  la  méthode  d'intégration 
précédente ,  Kiomménoer  par  former  dans  chaque  cas 
particulier  les  qufmtilés  {^h)^  {^f^)y  {^f^^f  etc.>  en 
combinant  les  différences  partielles  des  valqurs  des 
constantes  arbitraires  du  problème ,  prises  par  rapport 
aux  variables  ^^  '\f^  h^  et  aux  fonctions  $^  u^  v  Aq 
ces  variables  ^t  de  leun^  différentidles.  Ces  symboles 
seront  en  nombre  égal  à  celui  des  combinaisons  diffé- 
rentes qu'on  peut  faire  en  permutant  ensemble  les  six 
lettres  a^by  Cj  f^  g^h^  prides  deux  à  deux,  c'est-à- 
dire  qu'on  aura  à  calculer  quinze  quantités  de  cette 
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espèce.  La  valeur  de  cbacane  délies  sera  en  général 
une  fonction  des  six  constantes  arbitraires  contenues 
dans  les  intégrales  des  équations  du  mouvement  ;  ce* 
pendant  il  pourra  arriver  quelquefois  qu'elle  ne  con- 
tienne que  quelques-unes  de  ces  arbitraires;  dans 
d'autres  cas  elle  n'en  renfermera  aucune ,  et  se  ré* 
duira  à  une  constante  déterminée.  Ces  quantités  seront 
toujours  faciles  à  former,  lorsqu'on  aura  préalable-* 
ment  exprimé  les  arbitraires  en  fonction  des  variables 
^9  '^^  ^9  s,  u,  Uf  ainsi  que  nous  l'avons  supposé 
n*  ï6.  Mais,  comme  cette  préparation  pourrait  en- 
traîner souvent  dans  des  éliminations  compliquées, 
il  est  bon  d'avoir  le  moyen  de  l'éviter;  or,  c'est  ce 
qui  est  facile.  En  efièt,  supposons^  la  constante  b,  par 
exemple,  fonction  des  variables  ^,  '^^  6,  s,  ti,  v,  et 
d'autres  constantes  c,  ff  g,  de  sorte  qu'on  ait 

b  =5  fonct.((p,  4,  B,  s,  II,  <^,  c,  /,  g); 

il  faudrait  substituer  pour  c,  y,  g,   leurs  valeurs 

eji  fonction  des  variables  ^,  4'^>  ^f^f^s  V^^^ 
ramener  cette  valeur  de  ^  à  la  forme  que  iious  lui 
avons  supposée  n^  i6.  Mais,  en  prenant  ses  diffé- 
rences partielles  par  rapport  aux  mêmes  variables, 
on  a 


db 
di 


b  _  /db\   ,db    de        db    df       db    dg 
^~\Ts)'^Tc'di^'3f'di'^dg'da' 


•  elc. 
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Nous  désignons  par  (^\  Çs\  ^^^'^  avec  parenthèses, 

les  différences  partielles  de  b^  prises  abstraction  faite 
des  constantes  €?,  /",  g. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (C) ,  il 
est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

Nous  représentons  par  (a,b)  la  valeur  de  (a,b)  qu'on 
trouverait  en  combinant  les  différences  partielles  de 
a  et  b,  abstraction  faite  des  arbitraires  c,f,  g  que  con- 
tient b. 

11  sera  facile  de  former  les  combinaisons  (a,c)f 
{^^98^9  i^^Df  puisqu'on  suppose  a^  c^f^  g  donnés 
immédiatement  en  fonction  de  ^,4'  ^9  ^9  ^9  ^9  ^^ 
aura  donc  sans  peine,  par  la  formule  précédente, 
l'expression  de  (ci,b). 

Quand  les  valeurs  des  quinze  quantités  (a,b),  {a,c), 
{bjC)y  etc.,  seront  déterminées,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  on  les  substituera  dans  la  formule  géné- 
rale (D),  et  les  variations  différentielles  des  arbitraires 
se  trouveront  exprimées  au  moyen  des  différentielles 
de  la  fonction  fl,  prises  par  rapporta  ces  constantes, 
et  multipliées  par  des  coefEciens  indépendans  du 
temps  /,  conformément  au  théorème  général  démon- 
tré n*  17. 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  forme  des  expres- 
sions auxquelles  on  parviendra  dépendra  de  la  ma- 
nière dont  les  arbitraires^,  J,  c,  etc.,  seront  exprimées 
en  fonction  des  variables  ^,  >[/,  9,  ^^m,  i'^  et  par  con- 
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séquent  des  constantes  arbitraires  qu'on  aura  choisies 
pour  compléter  les  intégrales  de  la  première  approxi- 
mation. On  obtient  des  formules  extrêmement  simples, 
en  prenant  pour  arbitraires  les  valeurs  des  six  Ta- 
rîables  ^,  '^^  ^,  s,  u,  p,k  une  époque  déterminée, 
à  l'instant,  par  exemple,  d'où  Ton  compte  le  temps  t 
En  effet,  si  l'on  désigne  par  (t,€,y,  A,  >i,  /jl,  ces  six 
quantités;  qu'on  substitue  a  et  €  khi  place  de  a  et  & 
dans  la  formule  (C) ,  on  aura 

^ dtt  d€       dotdS       dei  dC         ddi  d£  ^^dti  d£        ^  ^ 

^'''^~d^'di  ~d^Ts  "^ dul^'"  d^'là  +  dl^'df  ""  35 W 

Or,  comme  on  est  assuré  d'avance ,  d'après  la  démoai^ 
tration  générale  du  v!"  17,  qu^  le  Sj^coQd  membre  de 
<:ette  éqii^f iop  ept  indppeodant  du  temps  ^^  il  est  clair 
qu'on  n'eq  cl^ap^era  pas  Is^  valeur  ea  y  substituant 

simplement  pour -^,  v,  etc> ,  leurs  valeurs  dans 

lesquelles  on  fçf*^  ^=  Q.  Mais  ou  a  évidemmept  dans 
ce  cas 

^  __         4C  ^       dy dx ''v^^       df» 

5^"^^^  54~''  A~^^  ï~'^â;— ''  di^~^' 

Toutes  les  autres  différences  partielles  des  cons- 
tantes a,  S^y^  6tc.,  sont  nulles  d'elles-mémeç,  d'où 
l'on  peut  conclure  qu'en  prenant  deux  à  deux  les  six 
lettres  a,  S,  y,  A,  ^yf^f  ^^  *^ra 

(ût,X)=  — I,  (€,»»)=  — f,  (7.,/^)  =  — I. 

Tqus  les  ai^tces  cpefGciens  («,0>  (^*>)*  (K^)^  etc. , 
seront  nuls,  de  sorte  que  l'on  aura,  pour  déterminer 


b 


h 
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les  variations  dp  eu,  S,y,X,  »,  u,  les  six  équations 
suivantes  ; 

dn  L  da        ^^^^ 

dKz=z       —r-.dt^    dy\'=z       -xs-^dt^  duz=z      -y- .dt. 
dtt      '  d^  ^  dy 

Ces  formules  sont  les  plus  simples  que  puisse  four- 
nir rétat  de  la  question.  Lagrange,  après  avoir  dé- 
montré dune  manière  ingénieuse;^  mais  indirecte, 
rindépendance  des  coefficiens  (et,  A) ,  (Ç,  r\) ,  (y,  pî) ,  par 
rapport  au  temps  t,  s'en  est  servi  pour  en  déduire  les  ex- 
pressions générales  que  nous  avons  trouvées  pour  les  va- 
ria tions  des  six  constantes  arbitraires  a,  b,  ç,f,  g,  h.  En 
effet ,  quelles  que  soient  les  constantes  qui  entrent  dans 
lies  intégrales  de  la  première  approximation ,  elles  ne 
peuvent  être  que  des  fonctions  des  six  quantités  a  >  &, 
^,  A,  >î,  /t,  et  il  suffira  pour  les  obtenir  de  supposer 
/  =1=  o  dans  ses  intégrales.  La  quantité  de  £l  peut  d'ail- 
leurs être  considérée,  soit  comme  une  fonction  des  six 
constantes  primitives  ft,^,y,  etc.,  soit  comme  une 
fonction  des  six  constantes  arbitraires  a,  h,  c,  etc.  ;  et 
Ton  peut  conclure  par  conséquent  Içs  di^érençies  par- 
tielles de  n,  relatives  aux  premières,  des  d^éreuces 
partielles  de  la  même  fonction»  reïativçs  aux  der- 
nières. Si  l'on  différencie  ainsi^  par  rapport  au  t<s,n)ps  t, 
les  six  constantes  a,  h,  c,  etc.,  regardées  çopme  fonc- 
tions de  (X,  f ji  etc. ,  qii'on substitue  po^r  dct^dS^  çtc. , 
leurs  valeurs  données  par  les  équations  (g),  et  que 
l'on  convertisse  ensuit(^  les  différences  de  A*  relatives 
à  a,  ^,  etc.;  eu  différences  prises  par  rapport  à  a,  b,  etc.. 
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on  retrouvera  sans  peine  la  formule  (D)  et  les  fôiv 
mules  semblables  relatives  k  b,  c,  etc.,  auxquelles 
nous  sommes  parvenus  directement.  Au  reste ,  les  for- 
mules (g)  ont  paru  jusquici  plus  remarquables  par 
leur  forme  que  par  leur  utilité. 

19.  Lorsque  les  variations  différentielles  des  cons* 
tantes  a,  b,  c,  etc.,  seront  déterminées  par  ce  qui 
précède,  on  aura  par  l'intégration  leurs  valeurs  finies, 
qu'on  ajoutera  respectivement  à  ces  constantes  dans  les 
valeurs  des  variables  ^,  %{• ,  9 ,  trouvées  en  faisant  abs- 
traction des  forces  perturbatrices  ;  on  connaîtra  ainsi 
les  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  aux  équations 
du  mouvement  troublé,  et  qui  doivent  dans  ce  cas 
déterminer  à  chaque  instant  la  position  du  système. 
Mais,  comme  les  quadratures  d'où  dépendent  les  va- 
leurs des  variations  finies  des  constantes  arbitraires 
a,  by  etc. ,  ne  seront  pas  possibles  en  général,  on  sera 
réduit  à  les  déterminer  par  des  approximations  suc- 
cessives. On  commencera  par  n'avoir  égard  qu'à  la 
première  puissance  des  forces  perturbatrices  ;  on  ob- 
tiendra ainsi  une  première  valeur  approchée  des  cons- 
tantes arbitraires  regardées  comme  variables ,  à  I^'aide 
de  laquelle  on  pourra  tenir  compte  du  carré  des  forces 
perturbatrices  ;  et  en  continuant  de  la  même  manière, 
on  parviendra  à  des  valeurs  intégrales  aussi  appro- 
chées que  Ton  voudra. 

Concluons  donc  généralement  que  l'on  peut  tou- 
jours représenter  l'action  des  forces  secondaires  qui 
agissent  sur  un  système  quelconque  de  corps,  et  qui 
ne  font  que  troubler  les  mouvemens  que  ces  corps 
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luraient  en  vertu  des  forces  principales  dont  ils  sont 
nimés ,  par  les  variations  des  constantes  arbitraires 
[ui  entrent  dans  les  équations  intégrales  trouvées,  en 
aisant  abstraction  des  forces  perturbatrices.  Si  Ion 
létermine  ces  variations  de  manière  à  ce  que  les  in- 
égrales premières  soient,  comme  les  intégrales  finies, 
es  mêmes  dans  les  deux  mouvemens,  leurs  differenr 
îeUes  se  trouveront  exprimées  par  des  formules  très 
impies,  au  moyen  des  difierences  partielles  de  la 
onction  perturbatrice,  et  l'on  pourra  donner  à  ces 
brmules  une  forme  très  commode  pour  les  applica- 
ions,  en  employant,  au  lieu  des  différences  partielles 
le  cette  fonction  relatives  aux  variables  du  problème , 
les  différences  partielles  prises  par  rapport  aux  cons- 
tantes introduites  par  les  intégrations. 

Ces  considérations  semblent  surtout  applicables  a 
la  théorie  du  système  du  monde.  Les  perturbation» 
causées  dans  les  mouvemens  de  révolution  et  de  ro- 
tation des  planètes  par  leurs  attractions  mutuelles^ 
en  offrent,  comme  nous  lavons  dit  dans  le  chapitre 
précédent,  une  application  directe ^  celles  qui  dé-- 
pendent  d'une  cause  spéciale ,  comme  les  inégalités 
de  la  Lune  dues  à  l'aplatissement  de  la  Terre  ^  s'en 
déduisent  aussi  facilement.  Enfin,  on  peut  encore  re- 
garder comme  une  force  perturbatrice  la  résistance  du 
fluide  éthéré  que  les  corps  célestes  peuvent  être  obligés 
de  traverser,  et  les  principes  précédens  donneront  le 
moyen  d'avoir  égard  à  cette  action.  Nous  1  avons  dit^ 
c'est  à  Lagrange  qu'est  due  la  belle  théorie  que  nous 
venons  d'exposer;  mais  il  avait  suivi,  pour  la  traduire 
analy tiquement ,  la  marche  inverse  de  celle  que  non» 
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avons  adoptée.  Ilconitnença  fiar  déterminer  les  diffé- 
rences partielles  de  là  fonction  qne  nocfe  avons  dési- 
gnée par  n,  relatives  aux  constailtes  ârbifrâîi'ëà  ré- 
sultantes des  pteintères  intégratîoïiâ  ;  îl  les  exprima 
au  moyen  de  lents  variations  différentielles  multipliées 
par  des  fonctions  de  ces  mêmes  constantes  ^  et  il  par- 
•Hnt  d'une  manière  tr^s  simple  à  démontrer  que  ces 
fonctions  étaient  toujours  indépendantes  du  tefnpS.  H 
fallait  ensuite  que,  par  les  procédés  oMinàireS  die 
Télimination ,  on  tirât  de  ces  formules  les  valeurs  ûé^ 
variations  différentieQes  des  arbitraires  qu'il  s'agissait 
en  définitive  de  déterminer;  mais  cette  opération 
devait  entraîner  souvent  dains  de  longs  calculs,  et  Ton  jiii 
pouvait  désiiier  encore  une  méthode  directe  pour  par- 
venir au  même  but.  M.  Poisson  entreprit  de  la  dé- 
couvrir, et  îl  y  réussit  dans  un  beau  mémoire  lu  à 
l'Académie  des  Sciences ,  en  1 808 ,  et  qui  complète  la 
théorie  de  Lagrange.  Cet  habile  géomètre  avait  senti 
lui-même  les  défauts  de  la  méthode  qu'il  avait  d'abord 
proposée  ;  il  parvint  à  la  corriger  et  à  éviter,  par  des 
considérations  ingénieuses,  ses  principaux  inconvé- 
niens,  en  sorte  que  la  théorie  générale  de  la  varia-  ' 
tion  des  constantes  ^arbitraires  dans  les  problèmes  de 
Mécanique,  atteignit,  sons  les  yeux  mêmes  de  son  in- 
venteur, toute  la  perfection  désirable;  Il  restait  à  en 
faire  l'application  à  la  Mécanique  céleste,  à  réunir 
ainsi  sous  un  même  point  de  vue  les  découvertes  des 
grands  géomètres  qui  en  ont  fait  l'objet  de  leurs  mé- 
ditatîonè,  à  faire  dépendre  enfin  la  détermination  des 
diverses  inégalités  des  mouvemens  des  corps  célestes 
d'une  même  analyse,  comme  elles  dérivent  toutes 
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ne  même  cause.  C'est  à  atteindre  ce  but  que  cet 
rrage  est  spécialement  destiné.  Les  mouvemens  de 
olution  des  planètes  et  des  comètes ,  les  mouve- 
ns  de  rotation  des  planètes  autotir  de  leurs  centres 
gravité,  les  dérangemens  qu'elles  peuvent  éprouver 
is  leur  marche ,  par  la  résistance  d^un  fluide  très 
e ,  occuperont  successivement  notre  attention  dans 
livre  et  dans  les  suivsms,  et  Ton  verra  tous  les  faits 
lendans^de  ces  phénomènes  dériver  naturellement 
principes  que  nous  venons  de  développer,  et  qui  ^ 
is  Fétat  imparfait  de  nos  connaissances  analytiques , 
vent  désormais  servir  de  base  à  la  théorie  mathé- 
tique  du  système  du  monde. 
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CHAPITRÉ  IV. 


M  fil»  V'.r«l»il 


Première  approximation  du  Mouuement  de  révolution 
des  Corps  célesîels ,  ou  Théerie  du  Moui^ement 
elliptique. 

20.  Siroit  n'a  égard  qu'à  IWtiôn  réciproque  des 
deux  corps  m  et  M,  et  qu^on  fasse  abstraction  des 
autres  corps  m',  m",  etc. ,  du  système,  les  équations  (E) 
qui  déterminent  le  mouvement  relatif  de  m  autour 
de  M  se  réduisent  aux  suivantes 

d*x    ,  fix  d'y    .  fiy  d^x   .  uz  ,  . 

en  supposant,  pour  abréger,  r  =s=  s/x^-^j*  +  s%  et 
jU  =  M-4-?n,  cW-à-dire  égala  la  somme  des  masses 
du  corps  attirant  et  du  corps  attiré* 

Comme  ces  trois  équations  différentielles  sont  du 
second  ordre ,  leurs  intégrales  complètes  devront  ren- 
fermer six  constantes  arbitraires  dont  la  détermina- 
tion dépendra  des  circonstances  primitives  du  mou- 
vement. Développons  ces  intégrales. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  précé- 
dentes par/,  qu'on  la  retranche  de  la  seconde  multi- 
pliée par  X,  et  qu'on  intègre  l'équation  résultante , 
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bn  aura 

î4i^  =  <,,  (S) 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouverait  d'une  manière  semblable  les  deux: 
autres  intégrales 

gp-ŒC,  3j —  C,     \p) 

é  et  S^  étant  deux  nouvelles  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  ces  trois  équations^  la  première 
par  z^  la  seconde  par  7*^  la  troisième  par  x^  et  qu'on 
les  ajoute  ^  on  a 

€?a+cy  +  c''ar  =  o;     (i) 

équation  d'un  plan  mené  par  l'origine  des  coordon-* 
nées;  ce  qui  nous  montre  que  la  courbe  décrite  par  iti 
autour  de  M  est  contenue  dans  un  plan  passant  par  ce 
dernier  corps.  Si  l'on  nomme  ^  l'inclinaison  de  ce 
plan  sur  celui  des  a^  çX  ûl  l'angle  que  forme  leur 
commune  intersection  avec  l'axe  des  x^  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  aura 


c*  .        .  c 


tang^sm£(=— ,       tang^cosa=— -  -  ; 

d'où  Ton  tire 

tanga=— ^,      tangç>=  J^-i-^ \ 

Et  en  faisant ,  pour  abréger ,  c* + c'*+  c"*  =  A:* , 
€?=  A.cos^,    c'=-*-A:.sîn^cosa^   c''=A:.sin^sincc. 
Tome  I.  16 
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-"Les  deux  angles  a  et  ^^  qui  fixent  la  position  du  plan 
yde  la  trajectoire,  seront  déterminés  par  ces  équa- 
tions lorsque  les  constantes  arbitraires  CyCy  c'^  seront 
connues;  réciproquenousQt,, 5^  aura  Içis  valeurs  de  f^ 
constantes  au  moyen  des  trois  autres  arbitraires  a^ 
<P'  et  A:;  on  peut  donc  isUbstituer  ces  ti^is  dernières 
arbitraires  aux  précédentes. 

L'équation  (i)  repi^sente  l'une  des  înti^gr^^es  finies 
des  équations  (a).  Pour  obtenir  une  nouvelle  înté- 
^ale,  multiplions  la  premiçre  de  ces  écjuatîons  par 
:kdXf  la  seconde  ipaîv  Q,djr^  la  troisième  par  tkdz; 
a^outons«-le8  ensuite  et  înlégi^ns  leur  sonime  i  en  ob- 
servant que  ûodip^jrdjr'^zdzfscrdrf  tiôtis  aurons 

h  étant  une  constante  arbit3raii?e« 

Mais  si  Ton  ajoute  les  trois,  équ^tio^nis^  {h)  et  {c),f 
aprèstles  a-vpif:  élevées  au  carré,  et^i^'on  ifasse^  çoçipie 
précéd^xajQ^ent ^  £?*-+-  d^^ç^*  ==  A:*^^  pu  a 

2 .  {xy .  dxdy  +  xz  .  dxdz  -f-  yz .  dydz)        , 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 

{x*+y^'+i%%{dj^^dy^+dz')      (xdx+ydy+zdzY  _      , 

oubî^ 
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Si  Ton  élimine  —     ^  entre  cette  ëcpiation  et 

I  équation  (e) ,  et  si  l'oci  résout  par  rapport  à  di  Féqaa- 
tion  résultante^  on  aura 

Cette  équation  donnera  t  en  fonction  de  r,  et  réci- 
proquement reh  fonction  de  t.  On  aura  en  l'intégrant 
la  seconde  intégrale  finie  des  équations  (a). 

Pour  trouver  la  troisième ,  j'observe  que  si  l'on 
désigne  par  di^  l'angle  infiniment  petit  compris  çnfrei 
deux  rayons  consécutife  r  el  r-j-  ^^  le  carré  de  l'élé- 
ment de  la  trajectoire  sera  égal  à  dr^  -{-  r*di^^;  en  sorte 
qu'on  aura 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dau^  l'équation  (^,  elle 
devient  r^rfy*  ==  l^dt^  :  d'où  Ton,  tire 

^=^.  {h) 

La  quantité  ~  r*Ji^  représente  l'aire  élémentaire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  r  pendant  l'instant  dt  ;  cette  aire 
est  donc  proportionnelle  à  l'élément  du  t^oip^/etpar 
conséquent  dans  un  temps  fini,  elle  est  proportion- 
nelle à  ce  temps.  On  voit  encore  par  cette  équation 
que  le  mouvement  angulaire  de  m  autour  de  M  est  à 
cbaque  p^int  de  la  trajéct^oire  réciproque  au  carré  dé 
son  rayon  vecteur,  ce  qui  fournii:  un  moyen  très 
simiplepottr  calculer  les  mouvemensdes'plavrètes  et  des 

j6.. 
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comètes  daiis  les  différens  points  de  lears  orbites  peiH 
dant  des  intervalles  de  temps  supposes  très  petits. 

Si  dans  Téquation  pr écëdente  ^  on  substitue  pour  if/ 
sa  valeur  en  r  et  dr,  elle  devient 

Nous  avons  vu  que  la  trajectoire  est  une  courbe  plane; 
il  s^ensuit  que  Tangle  i^  exprime  la  longitude  du  rayon 
vecteur  r  compté  dans  le  plan  de  cette  courbe,  à 
partir  d'une  ligne  fixe  :  Féquation  précédente  donnera 
donc  en  l'intégrant  la  relation  qui  doit  exister  entre  la 
longitude  et  le  rayon  vecteur,  c'est-à-dire  l'équation 
polaire  de  la  courbe  décrite.  Le  maximum  et  le  mi- 
nimum des  valeurs  de  r  seront  détermina  par  l'é-^ 

quation 

2(tcr— Ar* — A:*  c=  o  ; 

d'où  il  suit  que  la  somme  de  ces  deux  valeurs  est 

égale  à  ^  et  leur  produit  à  -r-.  Si  l'on  désigne  donc 

par  a.(i-he)  la  plus  grande,  et  par  a.(i — é)  la  plus 
petite^  on  aura 

d'où  l'on  tire 

A=e,    k^\/]l.  v/ii.(i  — e»).       (p) 

La  constante  a  est  la  demi-somme  des  valeurs  ex- 
trêmes de  r  ou  la  distance  moyenne  de  m  à  M,  oe leur 
demi-différence.  Si  à  la  place  des  constantes  h  et  k. 
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on  substitue   les   valeurs  précédentes  dans  l'équà^ 
tion  (  /) ,  elle  devient 


f  l/a.{i  — «*)•€&• 

cette  équation  peut  s'écrire  aiasi  : 


ds^=i 


9  r 


v/:.  [--ir^h:]' 


d'où  l'on  tire  ^  en  intégrant, 

r  a.(.-,»).l-.^ 

v=zoà  -t-arc  •  y  cos  = J  > 

tiû  étant  une  constante  arbitraire. 
On  aura  donc  réaprocfuement 

^^  a.(,--^)  ^^^ 

1   +  #.008  (V^.<»)  ^    -^ 

Cette  équation  est  celle  des  sections  coniques ,  Tort- 
gine  du  rayon  vecteur  r  éta^t  au  foyer ^  La  cons- 
tante a  est  le  demi  grand  axe  de  la  courbe,  e  son 
excentricité. 

Le  corps  m^  dans  son  mouvement  autour  de  M, 
décrit  donc  une  section  conique  dont  ce  dernier  corps 
occupe  un  des  foyers;  et  Fonvoit  de  plus  par  l'équa-^ 
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tioa  (A) ,  que  le  corps  m  se  meut  de  maiijlère  que  les 
aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  croissent  conune 
les  temps.  Telles  seraient  donc  les  lois  du  mouve- 
ment des  planètes  et  des  comètes  autour  du  Soleil ,  si 
elles  n'obéissaient  qu'à  Faction  de  cet  astre,  et  si  l'on 
faisait  abstraction  des  perturbations  causées  par  leurs 
attractions  mutuelles. 

Ce  résultat,  d'ailleurs,  dérive  naturellement  de  la 
supposition.  Eu  eflfet,  nous  avons  fait  voir,  n°  2, 
qu'un  corps  attiré  vers  un  centre  fi«e  par  une  force 
réciproque  au  carré  de  sa  distance ,  décrivait  autour 
de  ce  point  une  section  conique.  Or,  pour  avoïï*  le 
mouvement  relatifde  m  autour  de  M,  il  faut  supposer 
ce  dernier  corps  en  repos,  ce  qui  i^vieutii  iqçipliquer 
en  sens  contraire  à  m  une  force  jégale  à  l'action  que  ce 
corps  exerce  sur  M  ;  en  sorte  que  dans  ce  mouvement 
relatif  m  est  sollicité  vers  M  par  upe  .force  égale  à  la 
somme  des  masses  Met  m,  divisée  par  le  carré  de  leurs 
distances  mutuelles;  le  cor|6 m doît  dooc «décrire une 
section  conique  autour  de  M. 

L'équation  (2)  dontie  1^  en  fônctïOii  dé  r;  ettotrime 
le  jayon  vecteur  est  donné  ejn  fonction  du  temps  par 
l'équation  (g^),  il  sera  facile  de  déterminer  à  chaque 
instant  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite,  lors- 
que cetl$  4ernière  «qiftattoti  sèira»  intégrée.  Si;  Ton  y 
.substitue  fojxcih  et.Arrletoàrswaleuos  ^o),.eUe  devient 


•  •  I      •  I 


dl^= 


j/^.y/zr-j./^  — a.  (!  —  «*) 


-\^ 


rdr 


1 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  347 

Faisons  A-— r=ae. cos.i^y  cç  qui  donne 

r=a.(i — e.cosK);     (5) 

on  aura 

2 

d'où  Ton  fine  en  intégrant 

I 

*  +  l=5  --j=:.(m — e.sinii);     (4) 

Vf* 

l  étant  une  constante  arbitraire. 

m 

Cette  équation  dônnet^tteù  fonction  dèf  ;  et  comme 
r  est  donné  en  ibnction  de  il  par  réqnàtîôh  (3) ,  on 
aura  pour  uh  inétant  quelconque  là  Valeur  du  rayon 
vecteur  de  la  plan^  dans  son  orbite. 

Si  Ton  cotii|yàre  l'expression  précédente  de  rà  celle 
qui  résulte  de  l'équation  {a) ,  on  aura 


I  •«— é.coseï 


1— c» 


d'où  l'oa  tire 

sin  (v — 0)  = '   ^    cos  f  V— •)  := 


CO81» 

et  par  conséquent 


"$ 


tangi(i^^û,)=^|±l.tti*^i*.    (6) 

I 

Cette  équation  déterminera  la  valeur  de  l'angle  v 
lorsque  u  sera  connu  en  fonction  dû  temps. 
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Les  trois  intégrales  finies  (i),  (2),  (4)>  que  nous 
venons  d'obtenir^  contiennent  six  arbitraires  a ,  e^ct, 
^,  C0,  l;  elles  sont^onc  les  intégrales  complètes  des 
équations  (a).  Les  constantes  a  et  e  déterminent  la 
nature  de  l'orbite  ;  les  constantes  (t  et  ^  sa,  position 
dans  l'espace  ;  enfin ,  les  deux  dernières  arbitraires  cà 
et  /  dépendent,  l'une  de  la  position  du  périhélie ^^  et 
l'autre  de  l'époque  ou  de  l'instant  du  passage  du 
corps  m  pçir  ce  point. 

21.  Quoique  les  formules  précédentes  satisfassent 
complètement  aux  équations  difierentielles  Çfi),  ces 
équations  peuvent  cependant  fournir  encore  d'antrses 
intégrales  dont  la  forme  particulière  ofire  de$  avan- 
tages dans  certaines  circonstances.  Pour  en  donner  mx 
exemple,  reprenons  les  équatioAS  (à),  et  les  trois  in- 
tégrales premières  (A)  et  (c) ,  relatives  à  la  conserva- 
tion des  airea.  Fj^iisons  j^  pour  syiipUfier ,,  /^z^i; 
nous  aurons 

d^x  X       d'y  y       d' 


et 

c 


xdy — ydx         ,       zdx-^xdz  „       ydz^-^zdy     .    . 

Si  Von  multiplie  membre  à  membre  la  première  de 
ces  équations  par  la  cinquième ,  et  qu'on  en  retranche 
la  seconde,  multipliée  de  la  même  manière  par  la 
sixième,  on  aura 


jT ^  =  -^ .  ixdz  —  zdx)  —  -i.  .  {^dy—ydz} 

idz'^zdr       j  z 

r*  r 


r 

dt 

y^ 

c'.dz  —  o 

.dx 

r 

dt 

1 

X 

e.dy—'C 

.d% 
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On  trouverait  aisëment  pour  d.^    et  d.-  des  valeurs 
semblables  ^  et  en  les  intégrant  ^  on  ^ura 

z         c' ,dx — c  *dy        r 

+f>   )      (jn) 

r—  dt  '^J'' 

ftfff^'  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Si  ces  équations  étaient  réellement  distinctes  entre 
elles ^  réunies  aux  équations  {c)^  elles  suffiraient 
pour  résoudre  la  question  ^  puisqu'en  éliminant  entre 
ces  six  intégrales  premières  les  différences  dx^  dj,  dz, 
on  en  tirerait  trois  intégrales  finies  contenant  les  six 
arbitraires  c,  c',  c*^, /,/',/",  qui  seraient  par  consé- 
quent les  intégrales  complètes  des  équations  différen- 
tielles (à).  Mais  Tune  de  ces  six  intégrales  rentre  dans  les 
cinq  autres  ;  et  c'est  ce  qu^l  est  Êicile  en  effet  de  con- 
cevoir à  priori  y  car,  comme  elles  ne  renferment  que 
lelément  dt  du  temps,  on  voit  que  les  intégrales 
finies  qui  en  résulteront  seront  insuffisantes  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  x,  jr,  z,  en  fonction  du 
temps.  Il  doit  donc  exister  quelque  équation  de  con- 
dition qui  lie  entre  elles  les  six  constantes  arbitraires 
c,c',c',f,ff'. 

En  effet,  si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équa- 
tions par  c,  la  seconde  par  c\  et  qu'on  les  ajoute  en- 
suite, on  aura 
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cz 


±JJL  =  ^>,iJî-^^fc^fc'. 


lec; 


On  a  d'ailleurs  par  l'équatioii  (i)  cz  +  c^  =  —  à^x\  j 
par  conséquent 


m 


X 


cdy — d  .d%        fc  ^fc' 


r  dt  €'_  |p 

la 
Cette  équation  coïncide  avec  la  troisième  des  ëqua-  1 

tions  {rn) ,    lorsqu'on  suppose  /"  =  —  tlX^  ou  |  ^ 

fi  +fc'  +/V=i  o-  Les  constantes  c,  c\  d\  fffff 
n'équivalent  donc  qu'à  cinq  arbitraires  distinctes^  et 
la  dernière  des  intégrales  (rn)  et  (c)  résulte  des  cinq 
autres. 

Ces  intégrales  cependant  suffisent  pour  déterminer 
complètement  la  position  et  la  natiir e  de  l'orbite  que 
le  corps  m  décrit  autour  de  M.  Les  trois  premières 
montrent  que  cette  orbite  est  une  courbe  plane^  n®  20; 
les  trois  dernières  déterminent  sa  nature.  En  effet,  si 
l'on  multiplie  la  première  par  z ,  la  seconde  par^,  la 
troisième  para:,  et  qu'on  les  ajoute,  on  aura 


**"f- J^'-^-g* xdy—ydx         ,  zdx — xdz  ^„  ydi'^^idy 

'r  -'^-         'dt         "♦"''•        dt         ^  '        S 

équation  qui ,  en  vertu  des  équations  (c)  et  en  faisant 
pour  abréger  c*  +  c'*  -|-  <?"•  =  A:%  donne 

Celle  équation,  combinée  avec  les  deux  suivantes 
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CZ+  cy^i^e^'x  =  o  et  /••  =  jc* -f-^*  -f- jb%  conduit  à 
l'équation  des  sections  coniques^  l'origine,  étant  au 
fojer.  Les  courbes  que  décrivent  les  planètes  et  les 
comètes  autour  du  Soleil  sont  donc  des  sections  co- 
niques. 

Les  constantes  c,  c\  d\  déterminent  la  position  du 
plan  de  ^orbite  ;  elles  font  connaître  aussi  son  grand 
axe^  puisqu'en  nommant  a  la  distance  moyenne  et  e 

l'excentricité,  on  a ,  n*  :îo,  A:=  \/a .  (  i  — e*) ,  équation 
qui  donnera  la  valeur  de  a  lorsque  celle  de  e  sera 
connue.  Les  constantes  f^  f  ^  /"  déterminent  cet 
élénient,  ainsi  que  la  position  du  périhélie  sur  Tor- 
bite*  En  effet,  si  des  équations  (/ti)  on  lire  les  valeurs 
de  jj  y^,  jT',  et  qu  on  les  ajoute  après  les  avoir  élevées 
au  carrée  on  aura 

(cdz  +  cdj+cdxK* 
dt         ~)  • 

Mais  1  équation  (i)  n*  20,  en  la  différenciant,  doniie 
cdz^c*djr'+'d'dxz=iO;  l'équation  précédente  se  ré- 
duit.donc  à  celleH;!  : 

.  W  rT*"  ~-      W~~.  ~°' 

Cette  équation,  comparée  à  l'équation  {e);  n**  20, 
donne 


a5à  •       .  THÉORIE  AKALYTIQUE 

d'où ,  en  substituant  pour  hetk  leurs  valeurs,  et  sup- 
posant toujours  /M  :=  I ,  on  tire 


Soit  i  Tangle  compris  entre  la  projection  du  grand 
axe  de  Torbite  sur  le  plan  des  xjr  et  Taxe  des  x,  eu 
nommant  a/^  y\  J  les  coordonnées  du  périhélieit 
on  aura 

tang  ï=^- 

Aux  extrémités  du  grand  axe,  dr  est  nul;  on.  a  donc 
en  ce  point  xdx '\- ydjr -^r  zdz^=i  a.  En  substituant 
pour  c^  c\  d\  leurs  valeurs  [c)  dans  les  deux  der* 
nières  équations  [ni) ,  et  en  les  divisant  ensuite  l'une 
par  l'autre ,  on  trouve ,  en  vertu  de  la  relation  pré^ 
cédente  > 


r 

r 
i 


par  conséquent 


tangiss-^. 


Les  trois  constantes /i  y  ^/^',  déterminent  donc  Tex- 
centricité  et  la  position  du  grand  axe  de  la  section 
conique. 

On  connaîtra  ainsi  tous  les  élémens  qui  fixent  la 
position  et  la  nature  de  l'orbite  décrite;  quant  à  la 
situation  de  la  planète  sur  cette  orbite ,  il  faut  pour  la 
déterminer  avoir  les  valeurs  des  coordonnées  x,jr,  Zp 
en  fonction  du  temps,  ce  qui  exige  une  nouvelle  in- 
tégration. Or;  on  a;  n""  20; 
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Cette  équation  donnera  la  valeur  de  ren  fonction  dé  /; 
et  comme  on  peut  déterminer^  par  ce  qui  pré- 
cède, celle  de  x,  àej  et  de  z  en  fonction  de  r,  ou 
aura  à  chaque  instant  les  valeurs  de  ces  coordonnées. 
Les  formules  précédentes  nous  seront  utiles  dans  la 
théorie  des  comètes. 

2:2.  Reprenons  les  trois  intégrales  (3)^  (4)9  (5),  qui 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  circonstances  du 
mouvement  de  m  autour  de  M.  Si  Ton  fixe  Torigine 
de  Fangle  v  au  périhélie  de  Torbite,  ce  qui  do^ne  û»=iq^ 
et  qu'on  prenne  pour  l'époque  d'où  l'on  compte  le 
temps  /  l'instant  du  passage  de  la  planète  par  ce  point, 

ce  qui  donne  /=  b,  en  faisant  pour  abréger  ^^  =:  n^ 

a  » 
ces  équations  deviennent 


nt:=iu — a.sm  Up 
r  =  a.(i  •— e.cos  2^), 

tangjp  =  Y/73;-tang-i£. 


(n) 


On  voit  par  ces  formules ,  que  si  Fangle  u  augnaente 
de  560**,  le  rayon  r  reprend  la  même  valeur,  et  l'ange  t^ 
augmente  pareillement  de  Sôo**;  la  planète  revient 
donc  alors  au  même  point  de  son  orbite.  Mais  l'angLe  u 
croissant  de  quatre  angles  droits,  le  temps  t  est  aug- 
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mente  de  f '=  ^7= .  36o''.  C'est  le  temps  que  la  planète  j 

emploie  à  revenir  au  même  point  de  son  orbite  ou  i 
faire  une  révolution  entière.  Ce  temps  ne  dépend  que 
du  grand  axe  2a;  il  est  indépendant  de  l'excentricité  f, 
et  il  est  le  même  que  si  la  planète  décrivait  un  cerde 
ayant  pour  rajon  la  distance  moyennes.  On  soiraitdaitt 
cecas  etrso;  ce  qui  donne  r:=za,  uz=zht,  vr=zu,  cl 
par  conséquent  (^z=:nt;  les  arcs  parcourus  sont  donc 
proportionnels  au  temps,  et  la  planète  se  meut  unî- 
formément  sur  le  cercle  dont  le  rayon  estû.  La  qnan-. 
tité  ni  représente  généralement  Tare  que  décrirait, 
pendant  le  temps  t ,  un  astre  quf^  |>artaht  du  périhélie 
au  même  instant  que  la  planète  m,  parcourrait  avec 
une  vitesse  constante  égale  sl  n,  \m  cercle  décrit  sur 
le  grand  axé  de  l'orbite  comme  diamètre.  Cet  astre 
passerait  au  périhél»  et  à  l'aphélie  en  même  tempi 
que  la  planète  ;  mais  dans  une  moitié  de  la  révolu- 
tion,  la  planète  précéderait  Fastre,  et  dans  l'atitre  eHe 
serait  devancée  par  lui.  1 

L'angle  nt  est  ce  que  l'on  appelle  le  moyen  mouve-  | 
ment  de  la  planète  m.  Si  l'on  prend  sa  distance  moyenne  ^ 
au  Soleil  pour  unité  de.  distance,  et  quW  suppose  ; 
|iA  =  I ,  on  aura  72  =  1  eti^  =  t.  Le  temps  sera  donc 
alors  représenté  par  les  arcs  que  décrirait  la  planète 
sur  le  cercle  dont  le  rayon  est  un,  avec  une  vitesse 
égale  à  l'unité.  C'est  ordinairement  au  mouvement  de 
la  Terre  que  les  astronomes  rapportent  les  inouvemens  , 
des  autres  corps  du  système  solaire;  ils  prennent  la 
distancé  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour  unité 
de  distance ,  sa  masse  réunie  à  celle  de  cet  astre  pour 
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mîtë  de  masse,  et  eii  supposant  le  temps  compté  en 
ours  moyens  solaires,  Tuaité  de  temps  se  trouve  repré- 
sentée par  l'arc  que  parcourt  dans  un  jour  la  Terre  au- 
.our  du  Soleil ,  en  vertu  de  sou  mouvement  moyen. 

L'angle  auxiliaire  u  que  nous  avons  introduit  dans 
les  formules  précédentes  est  ce  que  Ton  nomme 
Vanomalie  excentriquej  nt  est  X anomalie  moyenne ,  et 
rangle  v  est  Vanomalie  vraie.  Il  est  aisé  de  s'assurer, 
en  considérant  la  seconde  des  équations  (/i),  que 
l'angle  u  est  formé  par  le  grand  axe  de  Torbite  et  le 
rayon  mené  de  son  centre  au  point  où  la  circonférence 
décrite  sur  son  grand  axe  comme  diamètre ,  est  ren- 
contrée par  l'ordonnée  abaissée  de  la  planète  m  per- 
pendiculairement sur  le  grand  axe. 

Les  deux  dernières  équations  (a)  do.nneront  les 
valeurs  du  rayon  vecteur  ret  de  la  longitude  v  lorsque 
l'aj^igle  u  sera  détermine  en  fonction  du  temps;  mais 
l'équation  qui  donne  i^  en  t  étant  transcendante,  il  est 
iiHpqsaible  ep  générali  d'^voif;  la  valeur  de  u  par  une 
expressioxi  finie*  Heureusement  leçt  :  excentricité^  des 
orbites  des  corps  célestes  $9iït  ou  très  petites  qii  trè^ 
grandes,: et  dai]^  ces  deux  ç^j  on  peut  déleirminerii 
en  fonction  de  t  par  des  fonpules  très,  convergentes* 
C'est  ce  qu'on  nomme  le  probUme  de  Kepler^  parce 
que  cet  astronome  est  le  premier  qui  se  soit  occupé 
de  cette  question.  Pour  la  résoudre,  nous  ferons  usage 
de  quelques  théorèmes  connus  sur  les  développemens 
des  fonctions  que  nous  aHons  rappeler  ici. 

oSb  Soit  z  uue  fonctîoa  quelconque  de  o^  qu'il  s'agit 
de  développer  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  cette  quantité  que  nous  supposons  très  petite  ;  on 
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aura  généralement^  d'après  la  formule  connue  sou^k 
nom  de  formule  de  Maclaurin , 

•         dm    •    1.2     M*   '    t. ^.3     cUr  '     \   / 

z'  étant  ce  que  devient  z  lorsqu'on  suppose  a  s=  o 
et  ^ ,  Sï"  ^  ^*^*  '  désignant  les  différentielles  succès* 

sives  de  cette  même  fonction  prises  par  rapport  k  a, 
dans  lesquelles  on  ferait  de  même  a  =:  o  après  les 
différenciations  • 

Cela  posé  ^  soit  d'abord  la  valeur  de  z  de  cette  forme 
2  s=  ^  (^  +  a).    Cette  équation   donnera  générale* 

ment  j^  =  -jj^  t  quel  que  soit  U  La  formule  (m)  de- 
viendra donc  ainsi 

z=:z'+ct.--h-.^+7:^.^  +  etc.     (;;) 

Supposons  maintenant  la  fonction  qu'on  propose  de 
développer  en  série,  de  cette  forme  z  =^  (j:+  aj)j 
jr  étant  une  fonction  quelconque  de  z  donnée  par 
l'équation  ^=y(«).  Cherchons  dans  ce  cas  la  valeur 

du  coefficient  différentiel^,.  L'équation  a=^(j>4-ay) 

donne  d'abord 

dz  dz 

Il  ne  s^àgit  phis  que  de  différencier  successivement 
par  rapport  à  a  les  deux  membres  de  cette  équation , 

et  de  substituer  à  mesure  pour^  et  fleurs  valeurs; 
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mais  oa  peut  éviter  cette  substitution  en  observant 
que  l'on  a  généralement 

dm  djt 

En  effets  si  Ton  effectue  dans  les  deux  membres  de 
cette  équation  les  différenciations  indiquées,  on  trouve 

dy      d%   dy      d^ 

dct  *  ds  "~"    dx  *  dût  ' 

Mais  l'équation  y=fz  donne ,  en  la  différenciant , 

.  dy  dy      d%  ^y  "  dy       dit 

da  dz  *    dm  ^        dx  ""~  dz  '   dx* 

On  aura  donc  en  substituant  ces  valeurs  dans  1  équa- 
tion précédente  y  l'équation  identique 

dy      dz       dz   dy      dz       dz 

dz  *   dx  *  dm  "*""  dz    ^  dx  *  dm* 

Reprenons  la  valeur  de  -n-*  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut 

Si  l'on  différencie  succefliMment  par  rapport  à  a  les 
deux  niembres  de  cette  équation,  et  qu'on  rem- 
place -j-  par  sa  valeur,  toutes  les  fois  que  ce  coefficient 
se  reproduira ,  on  aura 

dm^  "^        éU  A?         "^         dx        ' 

Tome  I.  17 


dz  dz 
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■     *. 

etc. 

«i*  V»    *** 

dx,dtt 

d*  v'î^ 

d«' 

d'où 

l'on  conclura  généralement 

• 

• 

■  ■  ■  d^. 
d-'~" 

•/  .    1  ds 

Soient  maintenant/'  et  s' ce  que  deviennent  les  va- 
leur* de§  quantités^  et  z  lorsqu'on  suppo^  £|f  =?:  o , 
on  aura 

.  d^__ '^  ^dx  : 

et  la  formule  génëralè  (m)4bi!rtier«i  pair  cbnséqpient 

On  peut  aisément  étendre  trètte  formule  au  cas  où  la 
quantité  qu'on  veut  développer  serait  une  fotictiou 
quelconque  4^^  la  valeur  de  2  étant  donnée  parTé- 
quation  z = ^  (^+.^)^  4BP  laquelle  j^==/z.  En  effet , 
si'  IW  -dés^e  pin:  k  €*'^Tîe  ^è  (^viennent  z  et  ;►- , 
kflvqu'oti  wppos^  te^âsto,  <cm  «mra  par  Ik'méihe  analyse 


^     ^   ^  V     dx   J^i.i  dx  ^i.a.3-         dx^ 


a4«  Appliquons  ces  fQrmules  au  déyeloppement  des 
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équation^  (/i)^  d'où  dépendent  lesi  mouyeaiens  el- 
liptiques des  planètes  et  des  comètes.  La  pr^iùière 
détermine  Fanomalie  excentriqujS  u  par  l'anomalie 
moyenne  ni;  on  peut  Fécrire  ainsi  £i=n{-f-e.  sin  i^.  Si 
Ton  compare  cette  équation  à  l'équation  z= ^(«r-t-a;^), 
onaz  =  i^y  xz=snt,  flt=e,^=sîntt,  et  par  con- 
séquent z'^ntf  yz^sin.nt;  la  formule  (çr)  donnera 
donc  immédiatement 

U  nfi  reste  plus  qua  exécuter  les  différeociatioiis 
indiquées  ;  mais  pour  obtenir  des  expressions  plus 
simples ,  il  est  bon  de  remplacer  auparavant  les  puis^ 
sances  du  sinus  de  nt  en  sinus  et  cosmus  des  multijdes 
du  même  angle.  On  trouve  pour  cet  objet  des  for- 
mules commodes  en  faisant  usage  dés  expressions  des 
sinus  et  co$ious  ^n  expoùentielles  imaginaires.  En 
effet,  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbo- 
lique ^Bi  I  j  on  a 

V    ■!     Il»  >■  ■  iinji  j  ■ y 

^  '>  ^)/Tr )  • 

I  étant  quelconque.  Développons  le  second  membre 
de  la  première  de  ces  équations;  nous  aurons 

17.. 


eoaf.ntv^ 
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Mais  l'expression  de  cos' .  nt  peut  aussi  s'écrire  de  icette 


manière 


cos' 


•^'= V — "—i — — ;  • 


Cette  équation  donne  en  déyeloppant  son  second 
memhre 

1.2  1.2.3 

Ajoutons  ces  expressions  de  2' .cos' .  nt ,  en  obsenrant 
que  Ton  a  c*"' ;  V^""  *+€?"" *"'•  V^"*  '=a  ,cos. Ati^,  quel 
que  soit  A: ,  nous  aurons 

2*.C06'.n^  =  COS.inf+*.C08.(*  — 2)»^— ri»^ COS.  (*'— 4W| 

1.2  !.. 

-L.J 1^^.^— G08.(/-*^  6)71^  ^-l-' etc.  1 

1.2.3  •       ^  .  ^ 

On  développerait  l'expression  de  sin'.nf  parunprô-r 
cédé  semblable  ;  mais  il  fisiut  ici  distinguer  deux  cas , 
celui  où  i  est  un  nombre  pair,  et  celui  où  i  est  impair. 
Dans  le  premier  cas ,  on  aura 

±:2^sin.'/i/xr:cos'.  int  -  t.cos.(*— 2W4- cos.(» — i)n£ 

i.»— I.»— 2  r.       /?\      ^     .  *^ 

-_ —  cos.  (* — o)nt  -f-  etc. 

1.2.0 

Le  signe  supérieur  étant  relatif  au  cas  où  i  est  un  mul- 
tiple de  4>  et  le  signe  inférieur  au  cas  où  i  est  simple- 
ment divisible  par  2. 
Enfin  si  i  est  un  nombre  impair^  en  observant  que 
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que  soit  A,  on  aura  / 

—       ^  ^'3 —  sin.(£—  6)nt  +  etc;  J 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  cas  où  i  —  i  est 
un  multiple  de  4  ^  et  le  signe  inférieur^  au  cas  où  1 — i 
est  seulement  un  multiple  de  2. 

Substituons  dans  la  formule  (^)^  k  Id  place  des  pui»*. 
sances  de  sin«72^'^  leurs  valeurs  données  par  les  for-* 
mules  précédentes ,  et  opérons  ensuite  les  différen- 
ciations indiquées ,  nous  aurons 

«=r»^4-^•  sitt .  !»*+ .2.8in.ait# 

1.2.2 

H 5 — r« [3*.  «n  ^  3n/— -  3 .  sin  •  tiI] 

1.2.3.2*  -^ 

+  ô-> — r«[4^-"o-4/»^— 4'3t'««n.2/»0 

1.2.3.4.2^  . 

+ Q  /  g — 1'\  5*.sm.5iït— 5.3Ksin.3/»/-f-— ï-,8in.7»t  i 

I  •2.^.iL.O«2^    ^^  1.2  '■ 

+  etc. 

Cette  série  est  très  convei^ente  quand  on  l'applique 
aux  planètes.  Elle  servira  à  déterminer  l'angle  u  pour 
un  instant  quelconque ,  et  l'on  aura  ensuite ,  par  les 
deux  dernières  équations  (n),  les  valeurs  corres- 
pondantes de  /-  et  de  ii.  Mais  il  est  plus  sinaple  d'ex- 
primer directement  ces  deux  quantités  en  séries  de 
sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  ni  et  de  ses  multiples. 
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Four  cela  remarquons  que  si  dans  la  formule  (r)  on 
suppose  z=zu,  «=/»/+  e.sin  u,  jc=/i^,j^=sintt, 
cL=e,  ce  qui  donne  ^^z'^^-^^nt),  j/^z^alnt^  elâ 

pour  abréger  on  fait  4'^*^=    \J[^  f  ^^  *^"^  gêné-» 
ralement 


•>[ii  =s  -^nt  -f- 


Supposons  maintenant  4'^^=^^^  ^f  ^^^^  formule 
donnera 

.  .  ê*    d.mu^.nt\      ^     ^.810^^4 

co$ii=co8./»^— «-tf.sin*.!»^-— . ; f i.- — r:7:r— 

I.2I        nat  I.2U3       n*a<* 

+  etc. 

Si  Ton  développe  cette  expression  par  les  formules 
{€)  et  (y) ,  et  qu'après  avoir  effectué  les  différencia* 
lions  indiquées  y  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  r 
donnée  par  l'équation  r^=:  ii.(i  —  e.cos  u),  on  aura 

a  i,a  ^  '   1.2.2»  *■  ^ 

I  «SiOiS 
l»2«^.^.2*  1.2 

—  etc. 
La  troisième  des  équations  (n)  donne 


tang.i.>=y/j±^.tang.ii/. 


On  peut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  c»  en  fonc- 
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tion  de  i^,  de  sin  u,  sin  2u],  etc.;  et  Lagrange  a 
donné  une  méthode  fort  élégante  pour  y  parvenir  au 
moyen  des  exponentielles  imaginaires.  En  remplaçant 
ensuite  ces  quantités  ^ar  leurs  valeurs  en  séries  or- 
données par  rapport  aux  puissances  de  e,  et  déve^ 
loppées  en  sinus  et  cosinus  de  Tangle  nt  et  de  ses 
multiples,  on  aura  la  valeur  de  (^  exprimée  dans  une 
série  semblable.  Mais  il  est  beaucoup  plus  simple 
de  déduire  la  valeur  de  u  de  celle  de  r  supposée 
connue  au  moyen  de  l'équation  (h)  du  n^  20. 

En  effet,  si  Ton  substitue  dans  cette  équation  à  la 
place  de  A*  sa  valeur\//x*  V«  (1  —  6*)  et  qu'on  ob- 
serve que  v/^Ac=a*/iy  on  aura 


du 


=  i/i — e^.j^.ndt 


La  formule  (t),   en  supposant  ^i/ ==  (i  — e.cos  uY 
=  -7- .  donne 

a* 

Or 

i.tf*.  rf*.  sin*.  nt .  (  i — g.cos.nt)'""^ 

Quel  que  soit  i,  si  Ton  fait  1=  —  2,  6n  en  conclura 
aisément 
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+  — 7.  [i  3.008.37»/ +  3.oas./»f] 

-f- 5—5 .  [ I  o3.co6.4/i<  +  8.cos.2n^  +  9] 

I  •  2   •  O 

H j-r .  [1097.cos.5nt — 75.cos.3/tt+i3o.co8.ofl 

+  otc. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  di^  et  quor^  intègre 
ensuite,  on  trouvera,  en  ne  portant  l'approximation 
que  jusqu'aux  cinquièmes  puissances  dé  e  inclusi- 
vement, 

5 


H- j-i.(i3.siii  .3/1^  —  3.  sin.^O 

1  •  2  •  d 

+ 5~5*[*o3  .sin  .  ^nt'-^^^.sin  .  2nt} 

I   •  2     •  ù 

+  — ^g~^.  [io97.siu.5/»f— 645.sin.3w<+5o.8in.»t} 

nhetc. 

5 
La  suite  des  termes  2e  •  sin .  n/ -{ — ^  6* .  sin .  2nt  +  etc. , 

est  ce  que  les  astronomes  appellent  t équation  du  centre , 
c'est-à-dire  l'angle  qu'il  faut  ajouter  à  la  valeur 
moyenne  de  \^  pour  avoir  sa  vraie  valeur. 

Les  angles  Uy  v  eXnt  dans  ces  séries  sont  comptés 
du  périhélie  de  l'orbite;  si  l'on  voulait  conapter  ces 
angles  à  partir  de  l'aphélie,   comme  on    le  faisait 
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autrefois^  il  suffirait  de  les  augmenter  de  la  demi-» 
circonféreocçy  ou,  ce  qui  reyieat  au  même,  de 
changer  le  sigae  de  la  quantité  e  dans  les  formules 
précédentes.  Mais  il  vaut  mieux  adopter  Tusage  nou- 
vellement introduit  dans  nos  tables  astronomiques  de 
compter  les  anomalies  à  partir  du  périhélie^  afin  d'avoir 
des  fprjiaules  semblables,  dan^  le  cas  où  les  orbites 
sont  presque  circulaires ,  comme  celles  des  planètes , 
et  dans  celui  où  elles  sont  très  excentriques ,  comme 
celles  des  comètes. 

Si,  au  lieu  de  compter  la  longitude  u  du  périhélie  « 
on  fixe  son  origine  à  un  point  quelconque  de  Torbite,  il 
suffira  de  diminuer  dans  les  formules  précédantes 
langle  ^^  qu'on  supposera  représenter  ces  nou velles 
longitudes,  de  la  constante  a»  qui  exprimera  la  longi- 
tude du  périhélie.  De  même ,  si ,  au  lieu  de  compter  le 
temps  de  l'instant  du  passage  par  le  périhélie ,  on  fixe 
son  origine  à  ua  instant  quelconque  après  ce  pas--* 
sage,  l'angle  nt  devra  être  augmenté  de  la  constante 
nZ=€-^ai ,  €  désignant  la  longitude  moyenne  de  la 
planète  à  l'instant  d'où  l'on  compte  le  temps.  Nous 
nommerons  désormais  la  constante  ê  la  longitude  de 
répoque;  les  expressions  de  ret  de  t^  deviendront  ainsi 

CI  3 

I  +  - .  e*  -—  (tf  —  Q .  r*) .  cos .  (ni  -h  «  —  •) 

—  f-.«*-^*-.e*yco8.2  (ji^+i — m)  —  etc.   I 


\ 
% 
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L'angle  v  edt  k  longitude  Traiè  de' là  planète;  Kaftgte 
ni  Hh  <^  sa  longitude  moyenpe ,  et  Tangle  M^e-*^«Ê 
son  anomàCe  moyenne;  led  longitudes ,  ainsi  qil6  k 
rayon  vecteur  r,  étant  rapportées  au  plan  mèoiè  de 
l'orbite. 

^5.  Déterminons  maintenan  t  la  position  de  l»plABèle 
par  rapport  à  un  plan  fixe  que  nous  supposerons  très 
peu  incliné  à  celui  de  son  orbite.  Si  l'on  désigne 
par  ^  l'inclinaison  mutueUe  de  ces  deux  plans  ^  par  « 
la  longitude ,  comptée  sur  le  plan  fixe ,  de  leur  com-* 
mune  intersection  que  nous  nommerons  désotttiaisla 
ligne  dés  noeuds^  et  par  €  cette' longitude  comptée 
dans  le  plan  même  de  l'orbite ,  qu'on  nomme  •/  la 
longitude  du  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan  fixe^ 
rângle  f/ —  A  seçi  la  projection  de  l'angle  p  *— ff  qui 
représente  la  longitude  dans  l'orbite  comptée  du 
nœud ,  ou  ce  qu'on  appelle  V argument  de  la  latiiude; 
et  en  considérant  le  triangle  spfaérique  rectangle  dont 
V —  C  est  l'hypoténuse,  i^'— aun  côté  de  l'ànglè  droit 
et  Ç>  l'angle  adjacent,  on  aura 

tang  (/  —  a)ssz  cos  ^ .  tang  {p  — ^)  ;       (2) 

équation  qui  donnera  i>'  au  moyen  de  (^,  et  récipro- 
quement. 

Les  valeurs  de  ces  deux  angles  peuvent  d'ailleurs 
se  développer  en  séries  convergentes  d'une  manière 
fort  simple ,  en  faisant  usage  des  exponentielles  ima- 
ginaires. Si  Ton  désigne  par  c  le  nombre  dont  le  lo- 
garithme hyperbolique  est  l'unité,  l'équation  précé- 
dente pourra  être  mise  sous  cette  forme 


; 
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■le 


le 

le. 

ou  bien  en  réduisant 

te.  ,_  _ 

■ — :^Cdsf.  "  .  — ^— ■ 

On  tiré  de  là 

<;     ^  '  w    -    *  ^    "f  '  ■  ■! I  u  jiiii       I    I      ih      ■   »      ■      ■  â 

et  en  remarquant  que 

I  +  cos  ^  ^  I  °    2 

on  aura 


^ï.(i/-»).  t/-^t_c».(i'^C).  V'-,^ 


2 


i  +  taiig»^f.c^-(^-^V^-'' 


d'où  Ion  tire,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux 
membres  en  divisant  par  a  V^ —  i  y 

ay  —  I  N      .      .     2  / 

ny — I  \  2  / 

Qu'on  réduise  les  logarithmes  du  second  membre  eà 
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Ivf 

séries ,  et  qu'on  substitue  aux  exponentielles  îmagH 
naires  les  sinus  réels  correspondans ,  on  aura  enfia  |i 
la  série 

— tang*— ^.siii2(<^ — C)  +  -.lang*-  ^.8ih4(^— C)   I 


—  -^.tang^— ^.siaô  (v— C)  +  etc. 

On  déduirait^  par  un  procédé  semblable,  de  l'équa- 
tion (z)  mise  sous  cetle  forme 

tang(i;— ^)  =  ^.tang(i;'  —  ct), 
l'expression  de  v  en  /,  et  l'on  trouverait 

^ — C=i'' — tf+tang*—  ^.sin  2(i^'— •)H — .tang*— ^.sin4(^'— «) 

2  2  2 

H--r-.  tang^  — ^.sin6  (i^' — a)  -f-etc. 

O  2 

On  voit  que  ces  deux  séries  se  transforment  récipro^ 
quement  l'une  dans  l'autre ,  en  changeant  le  signe  de 

tang* — ^,  et  en  substituant  (^ — €  à  i^ — a  et  i^' — a  à  s^ — €. 

Si  l'on  voulait  avoir  l'angle  v' — a  en  fonction  de  sinus 
et  de  cosinus  de  nt,  on  observerait  que  l'on  a  ^  n*  24  ^ 

P  étant  une  fonction  des  sinus  de  l'angle  nt+6 —  m 
et  de  ses  multiples.  On  aura  donc,  quel  que  soit  i, 
sin  i.(^ — ^)  =  sin  i.(/î^  +  €— ^-4-^?)^  et  par  con- 
séquent 
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d'où  l'on  tire  en  développant 

sin  »(i/  — ff)  ' 

=(  I 5-7+  -     o  /  ir  /:  +elc-  ).sin.ï(/»/+i— C) 

\  1.2       1.2.3.4      1.2.3.4.50  /  ^ 

/.«     i^^^  ,     fie^'P^  ïVF        .    ,   \        .,      .      ^. 

\  1.2.3     1.2.3.4.0      1.2.3.4.0.0.7  /         ^  ' 

• 

En  faisant  successivement  dans  cette  formule  i  =  2 , 
i  =  4f  <'=6y  etc.  9  et  substituant  les  valeurs  résul- 
tantes dans  la  série  qui  donne  i^' « —  a,  langle  v*  se 
trouvera  exprimé  en  fonction  des  sinus  de  nt  et  de 
ses  multiples. 

Désignons  par  6  la  latitude  de  la  planète  au-dessus 
du  plan  fixe;,  le  triangle  sphérique  que  nous  avons 
considéré  plus  haut  donnera 

tang  ô  =  tang  ^ .  sin  (/  —  «). 

Cette  équation  peut  se  développer  comme  les  précé- 
dentes; mais  il  en  résulte  une  série  moins  simple 
que  celles  qui  donnent  les  angles  (/-^  a  et  u —  C.  On 
trouve  par  la  méthode  des  exponentielles  imaginaires 

$ = tang  ^.«n(M'— ce)+  ^3^.  [«in  3  (</'—  ce)—  3  .  sin  (v  -r «)] 

-|.  !^1^.  [»i„  5(<.'— •)  -.5.sin3(*.'— ^)+  lo.sin (*/-•)] 
+  etc. 

Enfin  si  l'on  désigne  par  /  le  rayon  vecteur  r  projeté 
sur  leplan  fixe ,  et  qu'on  fasse  pour  abréger  tang  Oss  s, 
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oii  aura 

r'=  r  cos  ô  :i=  r.(  i+«*) 
=  r.  l  I— — .s'H 7 .  «* r  .  »®H — ~  .  «*—  elc  Ji 

\  2  2^  2+27  / 

Les  différentes  séries  que  nous  venons  d'obtenir  ne 
sont  convergentes  qu  autant  qu^oa  suppose  très  petite 
la  valeur  de  e  et  celle  de  Tangle  ^;  elles  ne  peuvent 
servir  par  conséquent  que  pour  les  planètes  dont  les 
excentricités  sont  peu  considérables ,  «t  dont  les  or- 
bites sont  généralement  peu  inclinées  les  unes  aux 
autres /de  manière  qu^en  prenant  pour  plauv.  fixe  Yor^ 
bite  de  lune  quelconque  d'entre  elles,  les  incitnaîsoiis 
des  autres  orbites  sur  ce  plan  deviennent  nécessaire- 
ment de  très  petites  quantités.  Les  àstronon^es  rap- 
portent ordinairement  leurs  obséryâtiotils  au  plan  de 
lecliptique ,  c'est-à-dire  dé  l'oAite  que  décrit  -la  ten  e 
dans  son  mouvement  annuel ^mtçur  du  Soleil;  il  con- 
vient donc  de  choisir  ce  plan  pour  le  plan  fixe  auquel 
nous  rapportons  les  mouvemens  des  autres  corps 
célestes ,  afin  de  pouvoir  comparer  la  théorie  aux  ol>- 
fiervations.  Quant  tnix  iongîtudes,  on  les  comptera  ^ 
suivant  lusagè,  sur  ce  plan  à  partir  de  son  intersec- 
tion avec  l'équateur,  ou  de  la  ligne  des  équinoxes.  On 
aura  ainsi,  par  les  f6pmiilé$,précédentes,  la  valeur 
du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  dans  Torbite 
lorsque  leurs  projections  sur  le  plan  de  Féoliptique 
seront  connues,  et  réciproquement. 

26.  Les  formules  du  mouvement  elliptique  peuvent 
«noop^  se  réduire  en  séries  oonvei^enies  -dans  le  <cas 
,d  une  :<>rbîte  très  excentrique,  eomme  cela  a  liefu  pour 
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les  comètes.  Pans  ce  cas^  e  difiere  peu  de  lunité. 
Si  l'on  nomme  B  la  distance  de  la  comète  à  son 
périhélie ,  on  aura  D  =  a .  (  i  —  e) ,  et  Féquation  de 
l'ellipse  donnera 

D.fi+O  D.(i+*) 

f  ""^^  If     ■  ■  Il     ■■>■!■  ■.  ■        '  ■        "     SES ■  >  I  I  n    r  ■       I  ■      ■■  «  ■ 


■■*■■■ 


i+COSi^—  (l— «) .  COS  i'         ,       ,      \  a*       I  /.         \     •    «' 

2  2 

D 


COS*  -i'/ 1  H : — .  tang*  -i^\ 

2    \        i  +  e      ^^  2     / 


I— * 


Faisons  pour  abréger  --7--  sssE  ^  E étant  une  fort  petite 

quantité,  et  développons  la  valeur  de  r  en  série  or- 
donnéf  par  rapport  à  E  ;  nous  aurons 

r = /t -E.tang»- 1^  +  E^Jtang*  -i>— E^.tang^iv-Htc.) .   (/) 


COS"  -  i' 


Pour  avoir  de  même  le  temps  ^  en  fonction  dal'anoma^ 
lie  i^fOn  substituera  pour  r*  sa^alçur  dans  Téquation 


el  rôii'  «tégrct^a  ^e^p^ession  résultante.  On  trouve 


ainsi 


X  Ti  — E.tang*-!!' + E^-tapç^-t'  — E^.  tangf-v-+:€tç.j  c^.taQg-^; 

d'où  r^P  Vîi*^  >  en  réduisant ,  et  en  intégrant 
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.^        2D»          /         I         aE— 1         ,1  "-lie 

t'=='^-r=.:^r==  .(  t^ng-  i^ 5— .tang»-  i/ 


»/a;:I(i^:^)  V^  ^^  3     —^a-  .4-11- 

,  E.(3E— 2)  ^      ,1         E».(4E-.3)  i  \       r 

+  .-^^-5 -•  t«"ê'-  ^ î^^^ ^.tang' j  1/  +  etc.);      J  1 

Si  Torblte  dégénérait  en  une  parabole,  on  annit 
c=  I ,  E  =  o,  et 

on  aura  donc  dans  ce  cas 


D 


COS'-f 

Ces  formules  sont  celles  que  l'on  emploie  ordinai- 
rement dans  la  théorie  des  comètes.  La  dernière  don- 
nera aisément  le  temps  t  lorsque  l'anomalie  p  sera 
connue;  mais  Ja  valeur  de  p  en  t,  qui  est  générale- 
ment là  quantité  cherchée ,  dépendra  d'une  équation 
du  troisième  degré  qui  n'est  susceptible  que  d'une 
racine  réelle.  Pour  éviter  l'embarras  de  résoudre 
cette  équation,  on  forme  une  table  des  valeurs  de  t 
correspondantes  à  celles  de  c  dans  une  paraboleilont 
la  distance  périhélie  est  l'unité  des  distances.  Cette 
table  fait  connaître  le  tetepâ  correspondant  à  l'ano- 
malie V  dans  une  parabole  quelconque  dont  D  est  la 

distance  périhélie,  en  multipliant  par  D* le  temps  qui 
répond  à  la  même  anomalie  dans  la  table.  On  aura 
donc  réciproquement  l'anomalie  v  correspondante  au 
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temps  t,  en  divislant  t  pai*  D*  et  en  cherchant  dans 
la  table  l'anomalie  qui  répond  au  quotient  de  cette 
division.  Enfin  la  même  table  pourra  servir  pour 
toutes  les  comètes^  en  remarquant  que  les  masses 
des  comètes  étant  très  petites  par  rapport  à  cçUe  dû 
Soleil^  on  peut  les  négliger  et  Supposer  que  la  valeur 
de  /JLy  qui  exprime  la  somme  des  masses  du  Soleil  et 
de  la  comète ,  est  la  même  pour  tous  ces  corps ,  et 
exprime  simplement  la  masse  du  Soleil. 

Comparons  l'anomalie  i^,  qui  répond  à.  un  même 
temps  / ,  dans  une  ellipse  fort  excentrique  et  dans 
la  parabole.  Si  Ton  néglige  les  quantités  de  Tordre 

(i  —  e)%  et  que  Ton  remette  pour  E  sa  valeur    ~^  , 

l'expression  de  t  eni>  dans  l'ellipse  dohnera 

yfê      *- 


;  I 


1 

Soit  i^'  Fanbmalie  qui  repond  au  temjis  t  dans  la 
parabole  dont  D  est  la  distancé  périhélie >  et  ysp'^-a' 
l'anomalie  qui  i«pond  an  même  teihps  dans  J'ellipse , 
X  étant  un  très  petit  angle^  Si  Ton  substitue  i^^-^  x.  h 
la  place' dé  p  dans  Téquation  précédente^  et'  <]fue  Pon 
réduise  lé  second  imembré  en  série  ordonnée,  par  rap- 
port aux  ptiîssancès  de  x,  on  aura,  en  négligeant  le 
carré  de  x  eï  sort  produit  parla  quantité  très  petite 


i—e, 


Tome  I.  i8 
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mais  la  seconde  des  équations  (o)  donne 

On  aura  donc ,  en  mettant  à  la  place  du  petit  arc  x 
sa  tangente,  •  ^ 

taiigi= —  .(i  — i^).tang-*^.r4""3.co8*-i/'— 6.co8*-i/j* 

■■  '  *     .  . 

•  Par  conséquent,  si  Ton  forme  une  table  d^  loga- 
rithmes de  la  quantité 

^.tangV.(4— S.cos'V— 6.co8*i<^), 

on  n'aura  plus  qu'à  leur  ajouter  leiogarithme  dé  i — e 
pour  avoir  celui  de  tangx*  Cela  posé ,  pour  avoir  l'ano- 
malie V  .correspondante  au  temps  t  dans  une  ellipse 
fort  excentrique,  on  cherchera,  par  la  table  du  mpu-- 
vement  des  comètes,  ranpmalie  y'  qui  répond  au 
temps  t  dans  une  parabole,  dont  D  est  la  distance  pé- 
rihélie ,  et  l'on  déterminera^  par  la  méthode  précé^ 
dente  la  corr^jdon  à  faire  à  Tanomalie  i^'  pour  avoir 
l'anomsÀie  correspondante  v  dans  l'ellipse., 

La  première  des  équations  (o)  donnera  la  valeur 
du  rayon  vecteur  r  lorsque  T^nomalie  p  sera  connue» 
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On  peut  encore ,  dans  le  cas  de  l'ellipse  fort  excen- 
trique ,  convertir  en  séries  convergentes  Texpression 
du  rayon  vecteujr ,  du  moyen  mouvement ,  et  de  Tano- 
malie  vraie,  en  fonction  de  l'anomalie  excentrique; 
nous  ne  développerons  point  ici  ces  formules  qui 
sont  de  peu  d'usage. 

27.  Il  existe  entre  le  temps  employé  àdécrire  un  arc 
de  parabole^  les  rayons  vecteur^  menés  aux  extrémités 
de  cet  arc ,  et  la  cdrde  qui  le  soutend  une  relation 
curieuse  qu'il  est  bon  de  èonnaltre,  et  qui  "se  déduit 
aisément  des  formules  du  mouvement  parabolique. 
En  effet',  en  supposant  ft  =  i  dans  les  équations  (cr), 
on  aura, 

r=?J).{i-*.tang*iA,. 

t 

Soient  r'  et  i^'  ce  que.  dçrvîennenf  r  et  V  au  Ktpitt  du 
temps  t'i  2'  — <  sera  le  temps  employéjgfr  la  comète 
à  parcourir  Tare  de  parabole  intercept^ar  le^  deux 
rayons  vecteurs  r  et  r'.'  Nommons  €  Tangle  que  ces 
rayon§  comprennent  entre  eux .  en.  sorte  qu'on  ait 

i^'  — .  i;  =s  C  j  si ,  poof^  nbn^efflx)»  iSut  taiig^:iryBii;p  u , 
tang  -  p'=tt',  et  tang'^  bf=â>;^  Ob  aura 

.    ii'5actaug*(<»4^^:)ate-ti*2,i  .:  ^j    ! 

Les  formula  (o')  donnent  d^aiUeurs, 

r=:rD.(fH-«'),    V  =  D.(i +«'•), 

18.. 
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i'  —f  =  V/âD» .  ftt' — Il + 5 .  (a'»  —  tt»)^. 

En  substituant  donc  pour  li  sa  valeur ,  ou  aura 

^  (i  —  «m)*      L  3  I %U    J 

Soit  maintenant  c  la  corde  qui  joint  les  extrémités 
des  deux  rayons  r  et  r',  en  considérant  le  triangle 
formé  p^r  ces  trois  lignes,  et  en  remarquant  que 


cos^  =  ^-r-^,  on  aura 


Faisons  pour  abréger  r-f-r^+csra;? ,  et  r+-r' — css^ç^, 
d'où  l'on  tire  r+r'ss/i-f-ç^,  (r+/)' — c^z=z^q^ 
réquatîop  précédente  donnera 


'•  rr 


ou  bîeri  remplaçant  r  etV  par  leurs  valeurs,  et 
extrsynnt:  Je»  racines  dea;  deux  membres , 

I  8U  D 

Si  dans  l'équation  /i  +  y  =s  r  +  r',  on  remplace  de 
même  r  et  /  par  leurs  valeurs,  on  a 
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et  par  coaséquent 

d'où  l'oa  tire* 

j  —  V  ^  •  — -7= —  f 

VP9 


substituant  cette  valeur  et  celle  de  —-77, ,  dans  la 
leur  de  £'  —  £,  on  trouve 


va- 


Cette  formule  remarquable  a  été  donnée ,  pour  la 
première  fois ,  par  Euler  :  nous  verrons  ^  dans  le  cha- 
pitre suivant ,  comment  on  peut  l'étendre  au  mou- 
vement dans  l'ellipse  et  dans  lliyperbole. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  formules  relatives 
aux  orbites  hyperboliques;  mais  comme  cette  re- 
cherche est  de  pure  curiosité^  et  que  ses  irësultats  me 
peuvent  avoir. aucune  application  dans  letat  actuel 
du  système  du  monde ,  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas  y  et  nous  terminerons  ce  chapitre  en  montrant 
comment  les  lois  du  mouvement  elliptique  peuvent 
conduire  à  la  connaissance  approximative  ide  la  masse 
des  planètes. 

38.  Nous  avons  vu,  n*  3  2,  que  siToo  désigne  par  T 
la  durée  de  la  révolution  sidiérale  d'une  planète ,. 
dont  a  est  la  distance  moyenne  au  Soleil ,  on  avait 
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TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
et  jx  la  somme  des  masses  de  la  planète  et  du  Soleil. 
Si  Ton  néglige  les  masses  des  planètes  par  rapport  à 
celle  du  Soleil^  la  quantité  fi  sera  la  même  pour  tous 
ces  corps ,  et  désignera  simplement  la  masse  du  So- 
leil. Ainsi  donc,  pour  une  autre  planète  quelconque, 
dont  a'  serait  la  distance  moyenne,  et  T' le  temps  de 
la  révolution  sidérale ,  on  aura  encore 


,1 

m/ ^"TF.a* 


—      9 


par  conséquent 

d'où  il  suit  qqe  les  carrés  dés  temps  des  révolutions 
des  deux  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
des  grands  axes  de  leurs  orbites.  C'est  Ténoncé  de  la 
troisième  loi  de  Kepler.  On  voit  que  cettç  loi  n*est 
pas  rigoateusement  exacte;  elle  n*a  lieu  qu'autant 
qu  on  néglige  les  masses  dés  planètes  vis-à-vis  de 
celle  du  Soleil  ;  cependant,  comme  les  observations 
nt'y  font  remarquer  que  de  légères  différences,  il 
en  faut  conclure  que  les  masses  d^s  planètes  sont  ef- 
fectivement très  petites  ^  relativement  à  la  inasise  de 
cet  astre. 

r 

L'équation  (/)  fournit  un  moyen  très  simple  de 
déterminer  le  rappojl;  des  masses  des  planètes  qui  sont 
accôinpagnées  de  satellites  à  celle  du  Soleil.  En  effet, 
supposons  que  l'on  considère  le  mouvement  de  la 
Terre  :  si  Ton  néglige  sa  masse  par  rapport  à  la  masse 
M  du  Soleil ,  cette  équation  donne 
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1 

1   =3 r=r-. 


Soit  nt!  la  masse  d'un  satellite  appartenant  à  la  pla-^ 
nète  fUj  a'  sa  moyenne  4istance  à  sa  planète  ^  et  T^  le 
temps  de  sa  révolution  sidérale  j  on  aur^  par  l'équa- 
tion (/) , 


Ym^ 


m 


'»f 


divisant  l'une  par  l'autre  les  deux  équations  précé- 
dentes ,  on  e^  tire 


a" 


Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  pour  a,  a^,  T^ 
T',  leurs  valeurs  données  fràir  l'observation ,  on  aura  le 
rapport  de  la  somme  des  masses  de  la  planète  et  du 
satellite^  à  celle  du  Soleil  ;  et  si  Ton  néglige  la  musse 
du  ^tellite  par  rap{Mirt  à  celle  de  la  planète ,  ou  si 
l'on  suppose  connu  le  rapport  de  ces  masses,  on  aura 
le  rapport  de  la  masse  de  I4  planète  à  ceUe  du  Soleil. 
Appliquons  cette  formule  à  Jupiter,  en  prenant 
pour  unité  la  moyenne  distance  de  la  Terre  ait  Soleil  ; 
le  rayon  moyen  de  Torbe  du  quatrième  satellite  ob-. 
serve  à  cette  distance,  paraîtrait  sous  un  angla  de. 
258o'',58.  Le  rayon  du  <;ercle  contient  ao6264'>8  ; 
les  rayons  moyens  de  l'orbe  du  quatrième  satel- 
lite et  de  l'orbite  terrestre  sont  donc  entre  eux 
comme  ces  deux  nombres.  La  durée  de  la  révolution 
sidérale  du  quatrième  satellite  est  de  16^,6890,  et 
l'année  sidérale  est  de  565^|:i564  :  on  peut  donc  sup- 
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poser  dans  l'équation  (m) , 

a  =  ^ao6264•8> 
a-  Si:      3580.58, 
T  =  565,2564, 

T'=     16,68905 

et  Ton  en  tire 

1 
/n; 


,1066.09' 


pour  la  masse  de  Jiïplter,  celle  du  Soleil  étant  prise 
pour  unité.  ^ 

On  a  déterminé  de  la  même  manière  les  masses 
des  autres  planètes  autour  desquelles  on  observe  des 
satellites.  Pour  la  masse  de  la  Terré,  seulement  ;  on  a 
employé  un  procédé  diflerent,  parce  que  les  nom*^ 
breuses  iqégalités  de  la  Lune  empêchent  celui -^  ci 
d'être  suffisamment  exact.  L'attraction  que  le  globe 
terrestre  exerce  sur  les  corps  placés  à  sa  surface  sur 
le  parallèle ,  dont  le  carré  du  sinus  de  la  latitude  est 

i,  est  à  très  peu  près  la  même  que  si  sa  masse  était 

réuaie  à  son  centre  de  grayité.  Çn  nommant  donc  / 
le  rayon  mené  du  cei^tre  de  la  Terre  à  un  point  quel- 
cpnque  de  ce  pi^rallèle,  et  m  sa  masse,  cette  attrac-» 

tion  sera  égaleà  ^ ,  et  en^  la  désignant  par  ^,  <m  aura 

m 

s —  /a* 

I 

Soit  a  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil , 
et  T  la  durée  de  l'année  sidérale,  réquatioh  (/) 
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t 

donnera 


on  aura  donc 


Les  quantités^ y  ^9  ^9  sont  données  par  les  obser- 
vations; la  valeur  du  rayon  /  est  aussi  connue;  on 
pourra  donc  déterminer  par  cette  formule  le  rapport 
de  la  masse  m  de  la  Terre  à  la  masse  M  du  Soleil.  Pour 
la  réduire  en  nombre ,  j'observe  que  si  Ton  nomme  P 
la  parallaxe  du  Soleil  à  la  distance  moyenne ,  et 
sur  le  parallèle  que  nous  considérons ,  c'est-à-dire 
Fangle  sous  lequel  on  verrait  à  cette  distance  du 

centre  de  cet  astre  le  rayon  /,  on  aurai  sin  P  :=- ; 

réquatîon  précédente  devient  àîiisi 

\  ; 

I 

Les  observations  donnent  P  =  &',jS.  Nous 
ayons  nommé  g  l'attraction  de  la  Terre  ;  q'est  le 
double  de  l'espace  que . cette  force. fait  décrire  aux 
corps  dans  une  seconde.  Sous  le  parallèle  dont  le 

sinus  du  carré  de  latitude  est  ^  ^    la  pesanteur  fait 

tomber  les  corps  dans  la  première  seconde  fsexa- 
gésimale)  de  leur  chute  de  4"*  89796;  la  force  cen- 
trifuge due  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre 

diminue  l'action  de  la  pesanteur  de  -gô  à  l'équateur^ 


28a  THËORIE  Alf  ALTTIQUE 

et  d'une  quantité  moindre  en  tout  autre  Heu.  Sur  ce 
même  ^rallèle ,  Tattraction  de  la  Terre  est  plus  pe- 
tite que  la  pesanteur  d«s  deux  tiers  de  la  force  cen- 
trifuge ;  il  faut  donc  augmenter  l'espace  précédent 
de  sa  4^:2"''  partie ,  pour  avoir  Tespace  dû  à  Fac- 
tion de  la  Terre  :  cet  espace  est  ainsi  de  4">9^^* 
Le  rajon  terrestre^  sur  le  parallèle  dont  il  s  agit, 
est  de  6369809  mètres  ;  enfin  Tannée  sidérale  est  de 
3 1 558 1 5  2"  i  on  aura  donc 


/  6=6369809-, 
g^  9%8ï86, 
T=;  3i558i53, 
^=3  3,i4i59265j> 
log.sinP=5;j6274a36. 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  formule  (n)  don- 
nent 

t 


m 


337103 


pour  la  masse  de  la  Terre  ^  celle  du  Soleil  étant  prise 
pour  unité.  Cette  valeur  varie  comme  le  cube  de  la 
parallaxe  solaire  comparée  à  celle  que  nous  avons 
adoptée. 
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CHAPITRE  V. 


Détermination  des  Constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique. 

:2g.  Les  six  constantes  que  Tintëgratîon  introduit 
dans  les  formules  du  mouvement  dUiptique  se  nonn 
ment  les  élémens  de  f  orbite.  Ce  sont  elles  qui  fixent  sa 
nature  >  sa  posîtioq  dans  l'espace ,  et  l'instant  du  pas^ 
sage  par  lé  périhélie.  Nous  allons  nous  proposer  dans 
ce  chapitre  de  déterminer  ces^lémens  d'après  quelques 
circonstances  du  mouvement  supposées  connues.  . 

Le  cas  le  plus  simple  es|:  celui  où  la  position  de  la 
planète  m^  sa  vitesse^  et  la  direction  de  cette  vi- 
tesse sont  données  pour  un  instant  quelconque^ 
pour  répoque>  par  exemple  ^  d'où  l'on  compte  le 
temps  t,  et  que  nous  supposerons  être  l'origine  du 
mouvement.  Soient  x ,  y^  z  les  coordonnées  de  m  pour 
cet  instant  y  rapportées  à  trois  axes  passant  par  le  centre 

de  M  supposé  immobile;  "iff  j~f  ^seront  les  vi- 
tesses dont  m  est  animé  parallèlement  aux  mêmes 
axes^  et  ces  quantités  pourront  être  regardées  conmae 
connues,  puisque  la  vitesse  initiale  de  m  est  donnée  par 
hypothèse  en  intensité  et  en  direction*  Il  ne  s'agit 
donc  plus  que  d'exprimer  en  fonction  de  x,  Y;  z, 

dt^  li  ^  dt       ^^^  elemens  û,  e,  a,  ^,  /et  œ. 
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Si  l'on  fait  pour  abréger  ^  =^'>  ^  c=y',  ^  ssz',le& 

équations  (b)  et  (c)  du  n"*  ao  donneront  d'abord  les 
trois  suivantes 


xy' — x'y=c?,     x'z— xz'=c',     yz'— y'z;=c''. 

D'ailleurs,   en   supposant  c*-f-c  •+€?*•  ssjl%  on  a^ 
même  n^      n 

c=A:.cos^,£;'= — A:«sin^.cosa^c''=:A:.sin^.sina. 


/  *• 


Ces  trois  équations  feront  connaître 
l'indinaison  ^  du  plan  de  l'orbite  et  la  longitude  «  de 
son  noeud  sur  le  plan  fixe  passant  par  le  centre  de  M  ; 
on  aura  ensuite  pour  déterminer  lé  demi-paramètiie  k 

l'équation  k  ==  v/c*H-c"+c*^'  =  >/^.^.(i  — e»), 
d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  l'excentricité  e  lorsque 
celle  du  grand  axe  2a  sera  déterminée.  Pour  cela, 
l'équation  (e)  du  n^  20  donne 

-=--: -=- — - — .  (a> 

On  aura  donc  ainsi  le  demi-grand  axe  de  l'orbite, 
et  il  ne  restera  plus  à  connaître  que  lès  deux  cons- 
tantes l  et  cû* 

La  première  n'a  été  introduite  dans  les  formules 
du  mouvement  elliptique  que  par  l'intégration  qui  a 
donné  la  valeur  de  r  en  ^;  si  l'on  suppose  donc  /==:o 
dans  ces  formules ,  et  qu'on  désigne  par  u^  la  valeur  de 
l'anomalie  excentrique  qui  répond  au  temps  f  r=  a, 
on  aura 

Izzzu^'^e.sinu^,     r=5«.(i— c.cosw,).     (i). 
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On  aura  donc^  en  ëlî  minant  u^^  la  valeur  dç  2  en  r  , 
puisque  les  valeurs  de  a  et  de  e  sont  déjà  déterminées 
par  ce  qui  précède. 

La  constante  ea  n'est  introduite  dans  les  formules 
que  par  l'intégration  de  l'équation  entre  r  et  sr.  Si  l'on 
compte  l'angle  s^  à  partir  de  l'intersection  du  plan  de 
l'orbite  avec  le  plan  fixe  ou  de  la  ligne  des  nœuds , 
qu'on  nomme  s^^  et  s/^  les  valeurs  de  s^  et  ^'  relatives  à 
l'époque  ^=  o^  l'équation  (2)  du  n""  .:»5  en  désignant 
par  CL  la  longitude  de  la  ligne  des  nœuds ,  et  faisant 
f  =s  o.y  donnera 

On  a  d'ailleurs^  par  rapport  au  plan  fîxe^ 

tang  i^/ =3^. 

On  aura  dotic  l'angle  p^  qui  se  rapporte  à  l'otîglne  du 
temps  t  en  fonction  de  x  ^  de  y  et  des  constantes  ât  et  9 , 
déjà  déterminées;  l'équation  àuit  sections  coniques 
donnera  ensuite 

^    /  \      «0  —  O  —  a  /  \ 

cos(^  —  ô,)—  .^J .  (c) 

La  cOBStante  a»  sera  déterminée  par  cette  équation 
en  fonction  de  quantités  connues^  et  l'on  aura  par 
conséquent  la  position  du  périhélie  sur  l'orbite.  Les 
six  éléngtens  a,  e^tt^tp^  l,  £0  de  la  section  conique  que 
décrit  m  autour  du  foyer  d'attraction  seront  donc  eh- 
tièrement  connus. 
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L'expression  précédente  de  a  et  oeUe  de  k  sont  sus- 
ceptibles de  prendre  une  forme  pins  simple  ;  en  effet, 
si  l'on  désigne  par  v  la  vitesse  initiale  de  m,  il  est 
clair  que  Ton  a  v*=x'*-(-'ï'*H-z'%  et  ré<|aation  (a) 

devient 

1        a       1^ 
a        B        fé* 

La  valeur  du  grand  axe  de  Torbîte^  et  par  cotîsâ]iiefll| 
le  iemps  périodique ,  ne  dépendent  donc  qiâé  dé  k 
distance  primitive  de  />i  au  foyer  d'attraction  et  de  la 
vitesse  de  projection.  L'axe  nà  est  positif  dans  FeBipse; 
il  est  infini  dans  la  parabole ,  et  négatif  dans  l'hyper- 
bole. L'orbite  décrite  par  m  dans  son  mouvement 
autour  de  M  sera  donc  une  ellipse  y  une  parabole  ou 

une  hyperbole ,   selon   que  l'on  aura  v  <  %/—  i 

v=  y  -^  9    V  >  y^—  j  et  il  est  à  remarquer  que  la 

direction  de  la  vitesse  initiale  n'influe  passnr  l'^pece 
dé  la  section  conique. 

En  substituant  pour  Cf  c\  c"  leurs  valeurs  dans  Té- 
quation  A:*  =  c*  +  c'^  +  c**,  on  a 

^•  =  R\(X'-  +  V  +  Z'*)-Î^\ 

■^  est  la  vitesse  dont  le  coçps  m  est  anim<^  4i^ns  le 

sens  du  rayon  vecteur;  ^i  Ton  d&igue  donc  par)f 
l'angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  initiale  v  avec 

le  rayon  r^  on  aura  ^  =s  v  •  cos  >) ,  en  sul)5tîtuant 
pour  k  sa  valeur  y/ft  .a .  (i  —  e*)  dans  Téqticitioii  pré- 
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cédeute,  die  devient  ainsi 


a.(i^e*) 


B'.v^sin'» 


■Mk 


^ 


On  voit  donc  que  le  demi-paramètre  a. (i— 6*)  de 
l'orbite  ne  dépend  que  de  la  distance  primitiye  de  m 
à  M  et  de  la  partie  v  •  sin  »  de  la  vitesse  v  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur^  et  qui  tend  à  faire  toamer 
le  corps  m  autour  de  M.  Si  n  st=  90**,  ou  si  la  vitesse 
initiale  est  perpendiculaire  au  rajon  vecteur  n^  For- 
bite  décrite  est  un  cercle  ;  en  effet,  en  substituant  pour 
V  sa  valeur,  Féquation  précédente  donnera  dans  ce 
casK==:a.(i  — e). 

3o.  L'équation  (e)  du  n"*  2to  qui  nous  a  ^rvi  à  déter- 
miner le  grand  axe  de  la  section  conique,  est  très 
remarquable  en  ce  qu'elle  donne  la  vitesse  dont  le 
corps  m  est  animé  da^g  son  mouvement  relatif  autour 
de  Âf ,  indépendamment  de  la  forme  de  l'orbite  ellip- 
tique qu'il  décrit;  Eà  effet,  si  l'on  nomme  V  cette 

vitesse,  on  ia  généralement  V*s=  ^ ^  —  f  ^* 
par  conséquent  ,    r 

D'où  l'on  voit  que  la  vitesse  V  ne  dépend  que  du 
grand  axe  âa,  et  nullement  de  Texcentricité  de  l'or^ 
bite.  U  s'ensuit  d'abord,  eemme  nous  l'avons  dit 
n""  2a,  que  le  temps  périodique  en  est  pareillement 
indépendant  f  mais  <:e  résuttsct  n'est  Itri^mêmë  qu'une 
conséquence  particulière  d'une  relation  générale  qui 
existe*  entre  1^  deux  rayons  vecteurs  menés  aux  ex- 
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9 

trémitcs  d'un  arc  elliptique^  la  coiHle  tjai  soutend 
cet  arc  y  et  le  temps  employ/é  à  le  parcourir.  Pour 
développer  cette  propriété  du  mouvement  elliptique, 
reprenons  les  formules  de  ce  mouvement  ^  savoir  : 

Soient  f'  le  temps  qui  répond  à  une  autre  position  quel* 
conque  de  U  planète  m^  et/,M^,  i^'  ce  que  deviennent 
r^  Uf  i^  relativement  à  cette  nouvelle  position^  oa 
aura        .  . 

I  +  €.JI30%  if 

Si  Fôn  retranche  l'expression  de  t  de  celle  de  ^^  on 
aura 

tf^^^tzsz  a*  •(«'—?•«—  csin  1^+  e.sîn  w). 

C'est  le  temps,  que  la  planète  emploie  à  déodire  Tare 
elliptique  C0]i||pri8  entre  les  deux  rayons  r  et  r\  Si 
l'on  fait  pour  5)réger  t' — i  ~  =  28 ,  ù'+  ù=^2s, 
vl — ii=:25',  et  qu'on  observe  que 

smM — smM=:2,sm .cos  — - — =2.sm^.cosx. 


on  aura  . 

fts=s  «• .  (5—*-  e^  sin^.cos  y)»  (d) 

-.  '  ,.■■■•   .     ■  .   ■  ■  .  ■.      •  .-       ,     '-^ 

Nommons  c  la  corde  qui  joint  les  extrémités  des  deux 

rayons  r  et  fy  p'— ^  sera  Faqgie  qu'ils  comprennent 

entre  eux^  et  en  considérant  le  triangle  formé  par 
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ces  trois  droites,  on  aura 

c*=r*-f-r'*— ar/^.  cos  ((^'— i^); 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 

(H-O* — c*=2rr',[i+cos(t''— •p)]=4^r'.cos'^^^^^.  (e) 

Substituons  dans  cette  équation ,  à  la  place  des  angles 
V  et  s/ y  leurs  valeurs  en  u  et  i/.  Si  l'on  compare  entre 
elles  les  deux  valeurs  de  r/on  trouve  aisément 


a.  y  \ — 6*.sinz£ 


a.cosz^— o^ 


smps= —    ■  — ,     cost'izs ; 

T  T 

on  aurait  de  même 

,        a.  l/i ■*—«*. sîbV                 /       a.cosu'— «c 
sm  p  =  — ' -, ,     cos  V  = ; '* 

d'ailleurs 

rrz=za^.{\ — -e.costt).(i — ^.cosii') 
^=û».[i— .e.(cosw+cosw')-f-^costt.cosM']. 

En  observant  que  cos  {y' —  i^)=cos  pcos  i^'+sin  v  sint^', 
on  aura  donc 

rr  .  [i+cos  (f'*— i^)] 

=:a*.  [l  -(-COS(l*' — m)— 2«.(C08M+C0SU  )+«*.(l  +C08.(ï«'+w)]  , 

ou  bien 

rr  .cos  . 

=:a*.{  cos' 2c.  cos .cos  — • h«  «cos' )(  ^-^  ^ 

S  2,  a  2  **    '  1 

=a*.(cos« — e.cos»')** 

Tome  I.  19 
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Faisons  pour  abréger  r+'i^'-^-cssz^p ^  r^r^^^c:ss:2q , 
ce  qui  donne  (r+r')* — c^zzz^pq  et  r+r^z=p'^ff;  eu 
vertu  des  équations  {e)  et  (/) ,  on  aura 

\/pq  =:a.(coss  —  e.cos/). 

En  substituant  de  même  jpour  r  et  r'  leurs  valeurs  en 
14  et  u!  dans  l'équation  p+qz=:r^r\  on  trouvera 

Si  Ton  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  e.cosa  et 
qu'on  la  substitue  dans  la  précédente,  on  aura 

COS5  =  ^^+  i^(aa— p).(2a-^y) 

et  par  suite 
cos  2S  =  («— P)'(^--g)  +  V^/>y-(2g— />)'(^«— g) 

=r-i^>c-i^)H-v/[-(^)'  ]•[■-{?)■} 

Si  l'on  suppose  ^^c 

^  =  COSS,        ^  =  COS«', 

on  aura 

COS  3.$  s=5  COS  ;5  COS  z' +  sîi^  z  sin  ;&' s=  cos  (z' — z), 

et  par  conséquent  s  =  ,  ce  qui  donne 


«  —  z       sinis'— sms 


tanff  5  =  tang. s» 7-5 . 

°  "2  C0S2+COSiS 

Reprenons  maintenant  l'équation  (J)  qui  exprime 
le  temps  employé  par  la  planète  à  parcourir  Tare  el- 
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liptique  soutendu  par  la  corde  c.  Si  l'on  élimine 
e  cos  s'  au  moyen  de  l'équation  (^) ,  on  trouve 

9=.î.[»_(H:^r:5).ung.], 

équation  qui  ne  contient  déjà  p1us>  comme  on  voit^ 
l'excentricité  e.  Si  l'on  y  substitue  pour  s  et  tang  s 

leurs  valeurs,  en  observant  que  -^^^£^ = cosz+cosa', 

on  aura 

3 

t — tzs::a*.(z' — z-i-sinz'-f-sinjs)j        (A) 

expression  très  simple  où  le  temps  est  exprimé  en 
fonction  de  la  corde  de  l'arc  parcouru ,  et  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  à  ses  extrémités.  C'est  le  beau 
théorème  cpi'Euler  avait  trouvé  le  premier  pour  la 
parabole ,  et  que  Lambert  est  ensuite  parvenu,  p^ir  des 
considérations  géométriques^  à  étendre  à  Téllipse  et 
à  l'hype^'bole. 

Si  l'on  développe  l'arc  z'  en  série  pav  rapport  à  son 
sinus,  on  aura 

,       .     ,       sînV     /     ,  S^.sîn'a   ,   3*.5.sin<z   ,     ^   \ 

"-'™*=7:r3-v+-4X-+  4.6.7  ■*"***'v' 

série  d'autant  plus  convergente  que  le  grand  axe  na 
sera  plus  considérable.  Si  ce  grand  axe  devenait  infini , 
l'ellipse  se  changerait  en  panJ)ole;  on  aurait  simple- 
ment alors,  en  remettant  poursin  z'  sa  valeur. 


2'  — •  sîn  z 


^9 
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tous  les  autres  termes  de  la  série  s'annulant  par  la 

supposition  de  ^ '=:  -.  On  aurait  de  même 


z~sina  =  i.(fy, 


et  par  conséquent 

c'est  Fexpression  du  temps  employé  à  décrire  l'arc 
de  parabole  que  soutend  la  corde  c.  Nous  étions  déjà 
parvenus  à  cette  expression  n*  27  ;  elle  est  d'un  grand 
usage  dans  la  théorie  des  comètes. 

Le  grand  axe  2a  est  négatif  dans  l'hyperbole  ;  les 
valeurs  de  cosz  et  cosz'  deviennent  alors  plus  grandes 
que  Tunité ,  et  par  conséquent  les  arcs  z  etz'  auxquels 
ces  cosinus  se  rapportent  sont  imaginaires.  Si  l'on 
nomme  c  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 

est  l'unité,  on  a  c*'  V^— i  z=z  cosz  +  V — i  .sinz,  d'où 
l'on  tire 

2=--7==.log«(cosz  + v/ — i.sînz); 
on  a  de  même 

i5'= --;==,  log.(cosa'+  \/^.s\nz'j^ 

La  formule  (h),  en  y  changeant  a  en  —  a ,  donne 
donc  pour  l'hyperbole 

L-log.(cos*'+  V^^.sb/)±log.(cos«+  l/^în«  J  * 
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expression  de  laquelle  on  fera  disparaître  les  imagi- 
naires en  substituant  pour  cos  z  et  cos  z'  leurs  va- 
leurs. Si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité  cosz=/  et 
cos  z'  =^',  on  aura 

La  formule  (h)  ^  qui  donne  le  temps  indépendam- 
ment de  l'excentricité  ^  doit  encore  avoir  lieu  quand 
l'ellipse  indéfiniment  aplatie  se  change  en  une  ligne 
droite  ;  cette  formule  exprime  alors  le  temps  qu'un 
corps  mu  sur  le  grand  axe  mettrait  à  s^avancer  vers 
le  foyer  placé  à  l'autre  extrémité.  Or ,  en  considérant 
la  chute  rectiligne  d'un  corps  attiré  vers  un  centre 
fixe,  ce  corps  partant  du  repos  à  la  distance  !Mf  on 
trouvera  que  le  temps  qu'il  emploie  à  parcourir  l'es- 
pace p^ —  f  est  exprimé  par  cette  formule 

«' — ^=a*.(j2l^-r-« — sin^'-f-sinz), 

«  ■ 

dans  laquelle  on  fait  pour  abréger 


!-=:COSZ,      ^  =  COSZ. 

Cette  expression  doit  être  identique  avec  Téquation 
(h)  ;  ce  qui  donne 

a      "^  aa  *  a      "^  aa  ' 

et  par  conséquent 
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/        r-f-/^c 


r  —  — r-^.    p  =  — — -; 


d'où  il  suit  que  le  temps  que  la  planète  emploie  a 
parcourir  l'arc  soutendu  par  la  corde  c  est  précisé- 
ment le  même  que  le  corps  mettrait  à  décrire  le  long 
du  grand  axe  le  même  espace  c  en  partant  de  la  dis- 
tance p\  Si  Ton  suppose  pt=Oy  p'z=2âi,   on   aura 

3 

i'—  t  =3=  à^.TT,  en  nommant  "k  la  demi-circonférence, 
dont  le?  rayon  est  i  j  c'est  le  temps  que  le  mobile  em- 
ploie à  parcourir  le  grand  axe  2a ,  et  il  est  égal  à  la 
durée  d'une  demi-révolution  de  la  planète  m ,  ce  qui 
est  conforme  au  théorème  précédent. 

On  voit  donc  qu'il  suffit  de  la  moindre  force  ten^ 
gentielle  à  l'aphélie  pont  changer  le  mouvement  rec- 
tiligtte  d'un  corpd  attifé^  vèrd  un  centre  fixe,  en  un 
mouvement  de  rév^irtîën  autour  de  ce  centre  ;  mais 
le  temps  que  le  tjoips-inèt  à  descendre  vers  le  foyer 
reste  le  même  dans  les  deux  cas. 

Il  existe  toutefois ,  comme  l'a  remarqué  Laplace , 

une  différence  essentielle  entre  ces  deux  monvemens: 

...  *  • 

dans  le  dernier ,  la  planète  '  m ,  après  avoir  atteint 
l'extrémité  du  grand  axe ,  revient  au  point  dont  elle 
était  partie.  Dans  le  mouvehient  rectiligne,  au  con- 
traire ,  le  corps  parvenu  au  foyer  d'attraction ,  passe 
ati-delà ,  et  s'en  écarte  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise 
d'une  distance  égale  à  la  hauteur  dont  il  était  des- 
cendu, en  sorte  que  ce  n'est  qu'après  deux  révolu- 
tions de  la  planète  qu'il  se  retrouve  avec  elle  au  point 
de  départ. 

5 1 .  Supposons  maintenant  que  l'on  connaisse  deux 
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lieux  de  la  planète  dans  son  orbite ,  et  le  temps  em- 
ployé à  parcourir  Tespace  qu'ils  comprennent;  on  peut 
encore  y  dans  ce  cas,  en  conclure  tous  les  élémens  de 
Torbite,  En  effet,  désignons  par  X,  Y  les  coordon- 
nées rectangulaires  de  m ,  rapportées  au  plan  et  au 
grand  axe  de  son  orbite ,  on  aura 

X  =  r.cos  i^f     Y  =  r.sin  v  ; 

on  a  d'ailleurs 

r=  — r -z=zaAi — e.cosz^j: 

d'où  l'on  tire ,  n*  20  , 

X  =  a.cosii— «o^,     Y  =  a.v/i — d*.sini«; 

équations  dans  lesquelles  on  peut  substituer  pour  u  sa 
valeur  déterminée  par  l'équation  (4)f  du  même  n*. 

Soient  x,jr,  z,  les  trois  coordonnées  de  m  par  rap- 
port à  un  plan  fixe  quelconque ,  passant  par  le  centre 
de  M ,  â>  l'angle  que  forme  le  grrnd  axe  de  l'orbite 
avec  son  intersection  sur  le  plan  fixe ,  et  la  longitude 
de  cette  intersection  comptée  de  l'axe  des  a:,  et  ^  l'in- 
clinaison mutuelle  de  ces  deux  plans  ;  soient  enfin  X' 
et  Y'  les  coordonnées  de  m  rapportées  à  la  commune 
intersection  du  plan  de  l'orbite  et  du  plan  fixe;  on 
aura 

X'=3r«cos(p  — «),     Y'=:  r.sin  (1^ — «), 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  pour  r.cost^  et  r.sin i^ 
leurs  valeurs, 

X  '3=:X .  cos  a-f-Y .  sin  » ,     Y'=s-^X .  sio  «-f-Y .  co6«. 
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Cela  posé^  on  trouyera  par  les  règles  ordinaires  de 
la  transformation  des  coordonnées,  en  mettant  pour 
X'  et  Y'  les  valeurs  précédentes, 

ar=(X.cos«-f-Y.sîn«),cos«+(^-sîn« — T.  cos«>).cos^«sin«, 
j' = (X .  cos  éf+Y .  sin  «r) .  sÎQ  •— (X .  sin  «r-T— Y .  CO8  •) .  cos  ^ .  cow , 
«=  — (X.sindf— Y.co8*).sin^. 

Le  second  lieu  de  la  planète  fournira  trois  équa- 
tions semblables ,  et  en  nommant  x\  y,  z'  les  coor- 
données de  m  relatives  à  ce  nouveau  point,  on  aura  six 
équations  entre  les  six  quantités  connues  x^j',  ZfX\ 
y' y  ^  et  les  six  constantes  /i,  e,  ^,  a,  /,  o),  et  par 
conséquent,  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déter- 
miner ces  arbitraires.  Mais  comme  l'anomalie  ex- 
centrique u  est  donnée  en'  fonction  du  temps ,  que 
nous  supposons  connu ,  par  une  équation  transcen- 
dante >  le  problème  ne  peut  pas  se  résoudre  dans  ce 
cas  algébric[uement ,  à  moins  cependant  que  Ton  ne 
suppose  très  petit  l'intervalle  de  temps  écoulé  entre 
lés  passages  de  la  planète  par  les  deux  points  donnés* 
Dans  ce  cas,  les  coordonnées  ji/,j'',z' peuvent  se  ré- 
duire en  sij^ites  convergentes  ordonnées  par  rapport  au 
temps  <  ;  et  comme  nous  aurons  occasion  d'en  faire 
usage  dans  la  théorie  des  comètes ,  nous  allons  déve- 
lopper ici  ces  séries. 

32.  Si  l'on  regarde  les  variables  x^y^  z  qui  déter- 
minent à  chaque  instant^la  position  de  la  planète  ou  de 
la  comète  m^  comme  des  fonctions  du  temps  7,  et 
qu'on  nomme  x ,  y  ,  z  les  valeurs  de  ces  variables  re- 
latives à  l'époque  oixt^ao,  et  x,y,  z  leurs  valeurs 


( 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  297 

relatives  à  une  autre  époque  quekonque,  on  aura 
en  général 

.   dY  ^  ,   d'^     e     .   dH       ^       ,      ^       I  .,. 

,   dz    ^  .   d'z     e     ,   dH        t^       ,     , 
*   dt       *   dt^    1.2   •    a/^    1.2.3    *  '. 

les    coefficiens    différentiels    ^;  ■^'i»  ^*  etc.,  dési- 
gnant ici  ce  que  deviennent  les  différences  -j-,  -%-, 

Y  f  etc.,  lorsqu'on  y  fait  t  =  o. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  ellip- 
tique donnent ,  en  faisant /«  =  1^ 

f/*ar j;  d^^  ^^         y  (/*« z  • 

dF  ?^       "SF**^        r*'       5?  H' 

Si  Ton  différencie  successivement  la  première  de  ces 
équations,  et  que  pour  abréger  on  fasse 


rdr         xdx+ydy-^zdz 
^  ~   dû  ^               dt               * 

on  aura 

, 

(Px       38            i   dx 

* 

d^x        /  3     ds         3.5.8* 

dt^        \r^  '  dt~      f^ 

.    i\       ,  2.3.8 

etc. 
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et  pour  avoir  de  même  les  différences  successives  iejr 
et  de  z,  il  suffira  de  changer  simplement  x  çn  j-  el 
en  z  dans  les  expressions  précédentes. 
Si  l'on  suppose  ^=o  dans  ces  équations^  ^^ff  z,  r,  s^ 

dx     dy     dz  ,  ^  djL     dx     dz  o* 

Â'  di'  5^ se  changent  en X, y, z,R, 8,^,  -^^  ^.Si 

l'on  effectue  ensuite  les  substitutions  dans  les  équa- 
tions (g),  et  que  pour  abréger  on  fasse 

d£  __    /     £?t' ,•     dz'  ___    /     da i 

~dt~'^'  lit~^*  W"^*  dt~~^  * 

et 

V  I    <»     .    3s      <»       .  /Ss'      3.5.8»  ,    i\       **       ,    . 

R^  *  1.2.3  B^     *  1.2.3,4  *' 

on  trouve 

a:  =  xV+x'U,   jr=YV+Y'U,    z=zV+z'U.      (/) 

Ces  expressions  donneront  les  valeurs  des  coor- 
données Xyjr,  z  relatives  à  un  instant  quelconque  en 
fonction  des  coordonnées  x,  y,  z,  qui  se  rapportent 
à  l'époque  où  Ton  compte  <  s=6,  des  différences  pre- 
mières et  secondes  de  ces  quantités  et  du  temps 
écoulé  depuis  cette  époque. 

35.  Si  l'on  suppose  donc^  comme  dans  le  n^  5i  ^ 
que  l'on  connaisse  deux  lieux  de  la  planète  m 
dans  son  orbite^  en  substituant  dans  les  équations 
précédentes ,  pour  x ,  y  ,  z ,  leurs  valeurs  relatives  au 
premier  point  donné  de  l'orbite^  et  pour  x^jr^z  elt^ 
leurs  valeurs  relatives  au  second ,  en  ne  portant  l'ap- 
proximation que  jusqu'aux  troisièmes  puissances  du 
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temps  f  on .  aura  trois  équations  qui  donneront  les 
valeurs  des  trois  quantités  x',  y',  2! y  et  Ton  détermi- 
nera celles  des  six  constantes  â,  e^  ç,  et,  l,  cû^  comme 
nous  layons  fait  n""  ^9. 

U  est  bon  de  remarquer  que  les  deux  quantités  s 
et  s' déternainent  immédiatement  deux  des  principaux 
élémens  de  Torbite,  le  grand  axe  et  l'excentricité.  En 
effet,  les  ^nations  (e)  et  (d),  n®  ao,  en  remplaçant 

h  et  k  par  leurs  valeurs  et  -37' par  s^  donnent 

d'où ,  en  difiérenciant  et  divisant  par  rdr,  on  tire 

-  —  i  =  y, 

r        a 

SI  dans  ces  équations  on  substitue  à  la  place  de  r,  s  et 
s' leurs  valeurs  relatives  à  l'époque  où  t  =^=0,  elles  don- 
neront ^ 

^=a:  i  — s%  fl.(i-— e*)=aR — 5 s*,  (m) 

On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  de  a  et  de  e.  On  voit 
de  plus  que  les  quantités  que  nous  avons  désignées 
par  s  et  /,  et  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  V  et  U, 
ne  dépendent  que  de  la  figure  de  l'orbite  et  sont  in- 
dépendantes de  sa  position.  Dans  la  parabole ,  le  grand 
axe  aa  est  infini,  et  le  demi-paramètre  a.(i  —  e*)  est 
double  de  la  distance  périhélie;  en  nommant  donc  D 
cette  distance  y  les  équations  précédentes  donneront 
dans  ce  cas 

R  '  2 


3oo 
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54.  Enfin  la  figure  de  Torbite  peut  encore  élit  L  ^ 
déterminée  par  les  formules  du  numéro  preGé-l  i 
dent,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  seulement  ksl^ 
trois  rayons  vecteurs  r,  r',  r^\  et  les  temps  tetf  em-  L^ 
ployés  par  le  mobile  à  parcourir  les  intervalles  <p  |  ^ 
les  séparent.  En  effet,  si  l'on  ajoute  entre  elles  ^\^ 
trois  équations  (/)  après  les  avoir  élevées  au  carré||_ 
qu'on  observe  que  x*  +jr^ + z'  =  r*,  on  aura    . 

r»=(x*+Y*4.z»).V+2.(xx'+YY'+zz')  .VU     '^ 

+  (x'*7f-Y'*+z'*),U*. 

On  a  d'ailleurs,  n'»  Sa  et  33  , 

x*+Y*+z*  =  R*,      xx'-|*-yy'+zz'  =  s, 
x'»+y'*+  z'*  =  -  — -==i  +  s'. 

Il         a         R    ' 

On  aura  donc 

r*=R\V+2s.VU+  (  1+  s').U. 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r  relative  à  un 
temps  ^quelconque  lorsque  les  quantités  r,  s  et  s', 
relatives  à  l'époque ,  seront  déterminées. 

Supposons  que  l'on  fixe  l'origine  du  temps ,  qu'on 
peut  prendre  à  volonté  à  l'instant  où  le  rayon  vecteur 
de  m  est  égal  à  r;  qu'on  nomme  t  et  t*  les  intervalles 
de  temps  qui  séparent  les  passages  de  la  planète  par 
les  trois  points  dont  les  rayons  vecteurs  sontdonn&,  ' 
on  aura 

r'*  =  r*.V  +  a^.VU+(i  +  ^').U, 
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V  et  U'  désignant  ce  que  deviennent  V  et  U  lorsqu'on 
y  change  t  en  t\ 

On  aura  donc  deux  équations  entre  les  inconnues  s 
et  s'y  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  leurs 
valeurs.  Elles  donneront  immédiatement  le  grand 
axe,  et  Texcentricité  par  les  formules  (/w);  on  aura 
ensuite  l'angle  compris  entre  le  rayon  r  et  le  périhélie 
par  la  formule  (c) ,  n"*  29, 

35.  Cest  en    comparant   les    positions  des  pla- 
nètes   observées    à   différentes    époques,    qu'on    a 
déterminé  les  élémens  de  leurs  orbites  ;  et  comme  ces 
corps  ne  sont  jamais  à  d'assez  grandes  distances  de  la 
Terre  pour  échapper  aux  instrumens  astronomiques , 
on  a  pu  répéter  ces  observations  autant  qu'on  l'a  jugé 
convenable,  et  par  des  corrections  successives,  on  est 
parvenu  à  fixer  ces  élémens  avec  toute  la  précision 
désirable.  La  petitesse  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons mutuelles  des  orbites  planétaires  a  beaucoup 
contribué  aussi  à  faciliter  ces  recherches;  mais  il  n'en 
est  pas  ainsi  par  rapport  aux  comètes  :  non-seulement 
leurs  excentricités  et  les  inclinaisons  de  leurs  orbites 
varient  à  l'infini,  mais  encore,  comme  ces  orbites  sont 
en  général  très  allongées,  elles  ne  sont  visibles  pour 
nous  que  lorsqu'elles  reviennent  dans  la  partie  la  plus 
voisine  du  Soleil  ou  vers  leurs  périhélies  ;  leur  éloi- 
gnement  les  dérobe  ensuite  à  nos  regards ,  et  souvent 
elles  disparaissent  pour  toujours.  C'est  donc  un  pro- 
blème d'analyse  fort  intéressant  que  celui  qui  a  pour 
objet  de  déterminer  les  élémens  de  l'orbite  d'une  co- 
mète d'après  un  certain  nombre  d'observations  faites 
pendant  la  durée  de  son  apparition ,  puisque  c'est  la 
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seule  donnée  que  nous  ayons  pour  reconnaître  ces^ 
astres  lorsque  la  suite  des  temps  les  ramène  vers  le 
Soleil.  Les  plus  grands  géomètres  ^  depuis  Newton,  se 
sont  e:£ercés  sur  cette  question ,  et  nous  ayons  aujour-- 
d'hui  différentes  méthodes  pour  la  résoudre  ;  nous  né 
nous  arrêterons  pas  ici  à  exposer  aucune  de  ces  mé- 
thodes ,  ce  qui  nous  entraînerait  dans  une  trop  longue 
digression;  nous  reviendrons  sur  cet  objet  lorsque 
nous  aurons  achevé  la  théorie  des  planètes,  et  nous 
consacrerons  un  livre  à  part'  à  la  détermination  des  i 
élémens  de  l'orbite  des  comètes  ^t  à  la  théorie  de  leurs  ! 
perturbations.  h 
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CHAPimE  VI. 


Variations  des  Constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  les  formides  du  mouvement  elliptique  j  ou 
TTiéorie  des  Perturbations  planétaires, 

36.  Nous  sommes  parvenus ,  dans  le  chapitre  IV,  à 
ntégrer  complètement  les  équations  différentielles  des 
nouyemens  des  centres  de  gravité  des  corps  célestes 
lutour  du  Soleil ,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  l'attraction 
le  cet  astre ,  et  qu'on  fait  abstraction  de  leurs  actions 
mutuelles.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  les  orbites 
:[u'ils  décrivent  sont  des  sections  coniques  dont  le 
soleil  occupe  un  foyer  et  dont  les  élémens  sont  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 
Dans  le  chapitre  suivant ,  nous  avons  montré  que  la 
létermination  de  ces  élémens  ne  dépend  que  de  la 
vitesse  dont  le  corps  que  l'on  considère  est  animé  dans 
un  point  donné  de  l'orbite,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  forces  qui  le  sollicitent  à  une  époque  dé- 
terminée. Or,  la  force  qui  fait  décrire  aux  corps  cé- 
lestes des  sections  coniques  autour  du  Soleil  est  la 
puissance  attractive  de  cet  astre  combinée  avec  une 
impulsion  que  ces  corps  peuvent  être  supposés  avoir 
reçue  à  l'origine  du  mouvement ,  dont  on  peut  fixer 
l'époque  à  un  instant  quelconque.  Il  suit  de  là  que  si , 
la  force  attractive  restant  la  même,  la  force  d'impui- 
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sion  éprouve  un  chaugement  quelconque,  la  nature 
de  l'orbite  ne  ylariera  pas ,  mais  ses  élëmens  en  seront 
plus  ou  moins  altérés;  de  sorte  que  l'orbe  elliptique 
d'une  planète,  par  exemple,  pourra  devenir  parabo- 
lique ou  hyperbolique ,  et  la  planète  se  trouvera  ainsi 
transformée  en  comète.  Imaginons  maintenant  qu'au 
lieu  d'éprouver  une  variation  finie  qui  n'agit  que  pen- 
dant un  instant,  l'impulsion  primitive  soit  sonmise  à 
des  variations  infiniment  petites,  mais  dont  l'action 
soit  continue,  comme  on  peut  supposer  que  cela  a 
lieu  à  l'égard  des  corps  célestes  en  vertu  de  leurs 
actions  mutuelles;  l'orbite  pourra  encore,  pendant 
chaque  intervalle  de  t^mps  dt,  être  regardée  comme 
une  section  conique  dont  les  élémens  sont  constans 
pendant  cet  instant ,  et  varient  seulement  dans  l'ins- 
tant suivant.  Les  variations  de  ces  élémens  serviront 
à  déterminer  l'effet  des  forces  perturbatrices. 

Les  obsei^ations  avaient  fait  voir,  en  effet,  depuis 
long-temps  que  les  élémens  des  orbites  planétaires  ne 
sont  pas  constans,  et  que  ces  orbites  doivent  être  re- 
gardées comme  des  ellipses  dont  les  dimensions  et  la 
position  dans  l'espace  varient  par  degrés  insensibles, 
de  sorte  que  l'ingénieux  artifice  de  calcul  que  nous 
avons  développé  dans  le  chapitre  III,  et  qui  consiste  à 
faire  varier  des  quantités  regardées  d'abord  comme 
constantes  pour  étendre  la  solution  d'une  question 
particulière  à  celle  d'une  question  plus  générale  ; 
semble ,  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
avoir  été  indiqué  aux  géomètres  comme  le  r&ultat 
des  observations,  dont  il  n'est,  pour  ainsi  dire ,  qu'une 
simple  traduction. 
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Exprimons  par  des  formules  analytiques  les  consi- 
dérations précédentes. 

5j.  Si  l'on  désigne  par  m  la  masse  de  la  planète  dont 
on  considère  le  mouvenient  relatif  autour  du  Soleil^ 
par  M  celle  de  cet  astre ^  et  par  m-,  ni\  /»%  etc. ,  celles 
des  planètes  perturbatrices;  que  l'on  nomme  or, ^,  z 
les  coordonnées  de  m  rapportées  à  trois  axes  rectan- 
gulaires passant  par  le  centre  de  M  ;  x\y\  z'y  les  coor- 
données de  ni  relatives  aux  mêmes  axes,  et  ainsi  de 
suite;  si.de  plus  on  fait  pour  abréger  M+/w=)^t, 

or'  +^*  +  js'=r*,a:''+y*+^'*  =  '^N  ^tc*  y  et  qu'on 
suppose 

on  aura^  n*  8,  pour  déterminer  les  mouyemensde 
m  autour  de  M^  les  trois  équations  différentielles 
suivantes  : 


— *  j-  ^ ^ 


d^z  j^  fiz û?R 

dê^'P        5Ï* 

Si  dans  ces  équations  on  fait  R  =  o,  elles  devien- 
nent celles  du  mouvement  elliptique  que  nous  avons 
intégrées  dans  le  chapitre  IV •  Supposons  à  Tune  quel- 
ToMB  I.  no 
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conque  des  intégrales  premières  auxquelles  nous 
sommes  parvenus,  cette  forme 

a  =  Fonct.  (a:,jr,  z,  x^,jr^,  z,,  t),     (à) 

en  désignant  par  a  une  des  arbitraires  introduites  par 
rintégration ,  c'est-à-dire  l'un  quelconque  des  élé- 
mens  de  l'orbite  elliptique ,  et  en  faisant  pour  abréger 

« 

^^^^  dx  dy  ..^  dz 

^i^Tt'   ^'—Tt'    ^'^11' 

Si  Ton  vent  que  pendant  l'instant  dt  l'ellipse  dé- 
crite dans  le  cas  où  tl  est  nul ,  et  l'orbite  troublée  coïn- 
cident, il  faudra  supposer  aux  variables  x^jr^z,  et 
à  leurs  diflférentielles  premières  x^y  7^,  z^,  les  mêmes 
valeur^  sur  les  deux  courbes ,  et  par  conséquent  l'ex- 
pression de  a  ne  changera  pas ,  soit  que  Ton  consi- 
dère le  mouvement  elliptique  ou  le  tnouvement 
troublé.  Mais  dans  ce  dernier  cas ,  les  vitesses  x^^y^y  z\ 
au  bout  de  l'instant  dt,  sont  augmentées  respective- 
ment par  l'efifetdes  forces  perturbatrices  des  trois  quan- 
tités infiniment  petites  -j- .dt,  -j-  .dty  -j-.dt;  onne 

peut  plus  alors  regarder  l'élément  a  comme  constant , 
et  en  ajoutant  aux*  vitesses  x^,  y^y  z^,  dans  l'expres- 
sion de  cet  élément ,  leurs  variations ,  on  aura  pour 
déterminer  la  variation  correspondante  da, 

••  /  dfi   uR    ,    du    oR  ',   da    oR\     7       /•  /\ 

t 

Si  l'on  considère  l'éiquàtion  (a)  comme  une  intégrale 
première  de&équations  (A)  dans  le  cas  où  Fon  a  R:ss=o, 
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il  est  évident  qu'elle  satisfera  encore  aux  mêmes  équa- 
tions ,  dans  le  cas  où  leur  second  membre  n'est  pas 
nul.  En  effet,  les  valeurs  des  coordonnées  Xy  jy  z^ 
et  de  leurs  diflFérentielles  x^dt^y^dt^  zjity  sont  par 
notre  hypothèse  supposées  les  mêmes  dans  les 
deux  cas,  et  ces  quantités  ne  diffèrent  que  par. leurs 
diflFérentielles  secondes;  de  sorte  que  si  l'on  désigne 
par  {x^j  (fj),  (z^)  les  valeurs  de  a:^,  Jj^  z^^  dans  le 
cas  où  R  est  égal  à  zéro ,  on  auraar^=(a:J,j^^s=(^^), 
z,=(2^),  et  en  diflférenciant 

dxj={dx;)+J^X,,djr^=:(djry{^tPjr^,  dz;=.{d^)+^Z,. 

Cel^  posé ,  diflFérencions  l'équation  (a) ,  et  désignons 
par  fonct.  {Xy y ^Zy  x^y y^^  z,  t)  la  différentielle  du 
second  membre  dans  le  cas  où  R  =  p;  on  aura 

o  =  fonct.  (a:,jr,^,  ^j,r,y^,y^)* 

Cette  même  équation ,  en  y  faisiant  varier  à  la  fois  les 
constantes  et  les  variables,  pour  l'appliquer  au  cas  où 
R  n'est  pas  nul,  donnera 

OU  bien ,  en  retranchant  la  première  diflférentielle  de 
la  seconde 

d.=(^_.j'^,+i.j^,+g.j>.,)  (*)  ■ 

Or,  si  l'on  substitue  à  la  place  de  ■~^,  -gj^,  -^^  dans 

20.. 
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les  équations  (A),  leurs  valeurs  (dx^y+^ac^,  ^dy^-^Sy-^^ 
(dz^)+J'z^,  on  a 

puisque  les  quantités  (dx^),  (dj^),  (dz^)^  sont  en 
effet  supposées  satisfaire  à  ces  équations  dans  le  cas  où 
K  estnuL  Si  l'on  remplace  donc  Jlr^,  jy^ ,  Jz,,  par 
leurs  valeurs  dans  l'équation  (b) ,  et  qu'on  substitue 
pour  da  la  valeur  que  nous  lui  avons  supposée  dans 
l'équation  («'),  on  voit  qu'on  aura  une  équation  iden- 
tique^ et  que  par  conséquent  l'intégrale  (a)  satisfait 
également  aux  équations  différentielles  (A) ,  soit  que 
l'on  néglige ,  soit  que  l'on  considère  l'action  des  forces 
perturbatrices  :  la  seule  diflference,  c'est  que  dans  le 
premier  cas  l'arbitraire  a  est  constante ,  et  que  dans 
le  second  elle  doit  être  regardée  comme  variable.  Il 
en  serait  de  même  de  toute  autre  intégrale  première 
des  équations  (A),  abstraction  faite  de  leur  second 
membre ,  quel  que  soit  le  nombre  des  constantes  ar- 
bitraires qu'elle  renferme. 

38.  Reprenons  la  valeur  de  la  variation  différentielle 
de  a, 

,    /da    dR        da    dK^^da    dR\     , 

"^Kdx/dxdy/dy^^dz/dzJ* 

On  peut  donner  à  cette  expression  une  autre  forme  ^ 
qui  a  l'avantage  de  conduire  à  des  expressions  très 
simples^  pour  les  variations  des  élémens  elliptiques. 
Il  suffit  pour  cela  de  substituer  aux  différentielles  de 
la  fonction  R  relatives  aux  variables  x,  y ,  Zp  leurs 
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différentielles  partielles  prises  par  rapport  aux  cons- 
tantes introduites  dans  R  par  la  substitution  des  va- 
leurs de  :c,^,  z  en  fonction  du  temps  et  des  élémens 
de  l'orbite  elliptique.  Si  Ton  désigne  par  a^  h  y  c^  f, 
g,  h  ces  si^  constantes  arbitraires^  en  suivant  la 
marche  que  nous  avons  indiquée  dans  le  n^  i6^  on 
trouvera 


expression  dans  laquelle  on  fait  pour  abréger 

/     AN  —  ^    ^^       ^    ^^  _i_  ^    ^^       da    db 
^  '    '  *"^ dx^ '  dx       dx'  dx^"^ dj^  '  dy       dy'  dy ^ 

da    db       da    db 

dz'dz       dz*  dz! 


(•) 


W 


Et  Ton  suppose  aux  quantités  représentées  par 
(a,  c),  {<^ff)f  etc.,  des  valeurs  analogues  fournies 
par  la  même  équation,  dans  laquelle  on  substituera 
simplement  les  lettres  Qff^gj  h  y  à  la  place  de  b. 

Cette  expression  de  da  est  surtout  remarquable  en 
ce  que  les  coefficiens  {a^b),  (a,  c),  etc.,  qui  multi- 
plient les  différentielles  partielles  de  R ,  sont  des  fonc- 
tions des  constantes  a,  b,  c,  f  ^  g,  A,  qui  ne 
renferment  pas  le  temps  implicitement.  Cette  pro- 
position, que  nous  avons  démontrée  généralement 
n**  17,  peut  se  vérifier  ici  d'une  manière  fort 
simple.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  varier  le  temps 
t  dans  les  expressions  de  (a,  b)^  (ci,  c),  etc. 
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En  eflfet,  différencions  l'expression  précédente  de 
(a,  b),  nous  aurons 

,  .  ^   aa  j  db       db    j  da       db    ,  da       da    ,  db 
'  dx^       dx      dx^       dx      dx       dx^      dx       dx^ 

da    ,  db       db   ^  da       db    .  da       da        db 
d^;    ''dy~l^;    '^z  dy      'dy~dy'    ' dy , 

da    ,  db       db     y  4^       db    .  da       da    ,  db 
dz^'    ' dz  .     dz^'    '  dz       dz'    '  dz^       dz*    ' dz^' 

Formons  les  valeurs  des  différentielles  d.-j-^  ^'7^^ 

e/.-i-,  ^•J'f  ^'T^  ^tc^f  qui  entrent  dans  le  second 

membre  de  cette  équation. 

Si  l'on  diflférencie  par  rapport  à   la  variable  x, 
l'équation 

a  =  Fonct.  (or,  j,  z,  x^^  jr^,  z^,  t),       (a) 

^  et  qu'on  la  différencie  ensuite  une  seconde  fois  par 
rapport  à  /,  en  faisant  varier  tout  ce  qui  varie  avec 

le  temps  t^  qu'on  substitue  pour  ^f  -^f  57'^^"^^^^^" 
leurs  x^,  j^,  z^,  et  qu'on  observe  que  si,  pour 
abréger,  on  fait  -=:V,  les  équations  du  mouve- 
ment elliptique  donnent 

dt~  dx'      dJ~dy'      dt~  dz'  W 

on  aura 


j  <^q^/  d^a    ,   d^a         ,     d*a  .    d^'a 

'^'di~\d^t'^  S?**'  ^  d^'^^'^dxdi 


dxdz'   * 


d^a     d^r        d*a     dV      J^a^   dV\ 
"*"  dsçdx/  dx       dxdy/ïïy       dxdz/  dz) 


^dt* 
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Mais  en  différenciant  simplement  par  rapport   au 
temps  1 1  équation  (a) ,  on  a 

a  a    1     ,   da     ^     ,  da     ,     ,   da    . 
-7- .  a^  -I-  -=-  .  do;  +  -7-  .  ay  +  -=- .  aiS 
dt  *   dx  dy     -^       dz 

da    y     ,    da    ,     ,   da     . 

Le  premier  membre  de  cette  "équation  doit  devenir 
une  fonction  de  t,  x,jr^z,  ^,,  X?  ^/^  identique- 
ment nulle  ^  lorsqu'on  y  substitue  pour  cLVj ,  dj^,  dz^ 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  {et),  puisque  l'équa- 
tion (a)  est  une  des  intégrales  premières  de  ces  équa- 
tions. Cette  substitution  donne 

da    ,    da  ,  *  da  ,    da 

Tt'^di'^^'^'^'^^^Tz'^^  .^ 

Ja    dV        da    dy.da^    ^_         »  ^^ 
dx^  '  dx        dy,  '  dy        dz^  '  dz  """ 

Cette  équation  étant  identique  par  rapport  à  t^  x , 
y  fZy  x\y^  z',  subsistera  encore  en  faisant  varier  se-* 
parement  ces  quantités;  je  la  différencie  par  rapport 
à  X  y  et  je  trouve 

—     1.^*^         ,     d^'a  d^a 

dxdf^l^-'^^l^y^^'^d^z^' 

,      d'à     JV         d'à     £V         i?a      dV 
dxdx^  '  dx        dxdy^  '  dy        dxdz^  *  dz 

da    à^xàa^     d'Y         da    d'\  

3x^  *  dx^        dy^  '  dxdy  ^^   dz^  *  dxdz  ""^ 

La  valeur  de  la  différentielle  de  ^  se  réduira,  en  vertu 
de  cette  équation ,  à 

t  da /da     d'\        da     d*V         da     d^V  \     * 


On  trouvera  de  la  même  manière 

,  da^       fda    d«V        da    d'Y       da     <?V\    , 

T  dà /da    ^X_   ,    da    ^^V    ,   ^  f^V\  j 

^  da*^        \dx  /  dxdst'^  dy  /  dydz^  dz' '  dz^  / 

Si  Ton  différencie  la  valeur  de  a^  d'abord  par  rap-* 
port  à  or^  ^  et  ensuite  par  rapport  au  temps  /  ^  on 
aura 

•  da ^d^a     ,     d*a         _i     ^^  •_  c?*g        ^ 

^'2;ir^\d^t'^'srd7;^t'^dydx;^''^dzdx;^^^  . 

#a    dV         d'à      dV        d'à      dSf\        ^'^^^ 
"^  d!»/  *  d«       dxjiy^  *  dy"^ dxjiz^  *  &/ 

mais  si  Ton  différencie ,  par  rapport  à  x^ ,  l'équa- 
tion identique  Ç)^  en  remarquant  que  Y  ne  con- 
tient pas  les  variables  x^^  jr^^  z^^  on  ^ 

d^a      ,  _  da  d'à  ^^   d^a         ^^  d'à 

^t'^  di'^d^dÊ;^''^d^3u;^'^i^/^' 

■^  d!»/  *  £Îr       •  dx/iy^  *  dy  '^  '  dxjdz^  '  dz 

On  aura  donc  simplement^  en  vertu  de  cette  équation, 

,  da  da     » 

a .  -  -  =  — —  «T-  •  at. 
dXj  dx 

On  trouverait  de  même 

j  da  da     ».  »  Ajs  d       » 

a.-jT*  =^  •""■j"»"*  f        a . -y- =  •^ -T- •  «*• 
ay^  dy  dz^  az 

Et  en  supposant  la  constante  b  donnée  par  une 
équation  semblable  à  celle  qui  détermine  a,  on  aura 
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1      j'iï»'       x«  Il        j  db      j  db      j   db      jm  db 

pour  les  dinerentielles  «•^-^  «•^)  ^*d''      dT  ' 

d.-r- ,  ^•J'y  ^^^  expressions  semblables  aux  pré- 

cédentes  ^  en  y  changeant  seulement  a  en  b. 

Si  l'on  subscitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
d. (a,  b),  on  verra  que  les  termes  <jui  contiennent 

1        !•/¥>''        .«Il        1      da       db      da       db      da     db 

les  dineren  tielles  de  -r- ,  -r-  .  ■>—  >    ,  - 1  j-  »  -r-  >  se 

dx/   dx/   dy,     dy/   dz/  dz/ 

détruisent  mutuellement,  et  qu'en  ordonnant  par 
rapport  aux  différences  partielles  de  V  les  termes 

qui  contiennent  les  différentielles  de  j- ,  j- ,  g- ,  etc., 

les  coefBciens  de  chacune  de  ces  différences  se  ré- 
duisent d'eux-mêmes  à  zéro. 

D'où  il  suit  que  la  quantité  représentée  par  (a,  ii), 
et  par  conséquent  les  autres  quantités  semblables 
{a,  c),  (b,  c)  y  etc.,  ne  renfermeront  pas  le  temps  t 
dt  ne  pourront  être  que  de  simples  fonctions  des  cons- 
tantes a,  b,  c,  etc.,  lorsqu'on  aura  substitué,  à  la 
place  de  x,J'fZ,a:^,y^,z^,  leurs  valeurs  elliptiques 
en  fonction  de  ces  constantes  et  du  temps  t. 

Ainsi ,  la  variation  différentielle  da  de  l'un  quel- 
conque des  élémens  de  l'orbite  de  m  se  trouve  ex- 
primée par  une  formule  qui  ne  renferme  que  les  dif- 
férences partielles  de  R ,  prises  par  rapport  aux  cinq 
autres  élémens  b,  c,  etc.,  et  multipliées  par  des  fonc- 
tions de  a,  b,  c,  etc.,  indépendantes  du  temps. 

Ce  résultat  remarquable  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  celui  que  nous  avons  obtenu  d'une  manière 
générale,  dans  le  n**  17;  mais,  vu  son  irnportance 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires,  nous 
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avons  cru  qu'il  ne  serait  pas  inutile  de  montrer  com- 
ment on  y  peut  parvenir  immédiatement,  par  la 
seule  considération  des  formules  du  mouvement  el- 
liptique,  et  coqiment  se  vérifiait,  dans  ce  cas,  d'une 
manière  très  simple,  l'indépendance  des  symboles 
ifly  b)y  (a,  c),  etc.,  à  l'égard  du  temps  t. 

Il  nous  eût  été  facile,  d'ailleurs,  de  déduire  im- 
médiatement et  indépendamment  de  toute  autre 
considération,  la  formule  (i),  de  la  formule  géné- 
rale (D)  du  n*>  i8. 

En  effet,  si  l'on  ne  considère  que  le  mouvement 
d'un  seul  corps  m ,  dont  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires a:,jr,z  ne  sont  liées  entre  elles  par  au- 
cune équation  de  condition,  on  pourra  prendre  pour 
variables  indépendantes  ces  coordonnées;  on  aura 
ainsi  ^  =  a:,  '^s=zjr^  fl==z,  ce  qui  donne  (p'z=^x^ i 
4'^=î^/^  fl'=25^,  et  la  valeur  de  T  se  réduira,  dans 
ce  cas,  à 

d'où  l'on  tire 

du  dT  rfT 

Ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule  géné- 
rale (D) ,  en  observant  que  la  fonction  représentée 
par  Cï  doit  être  ici  remplacée  par  /wR ,  reproduisent 
la  valeur  de  da ,  k  laquelle  nous  sommes  parvenus 
plus  haut. 

39.  Appliquons  la  théorie  précédente  au  calcul  des 
perturbations  planétaires. 

Reprenons ,  pour  cela ,  les  diverses  intégrales  que 
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nous  ont  fournies  les  équations  du  mouvement  ellip- 
tique, et  déterminons,  d'après  la  formule  géné- 
rale (i),  les  variations  qu'il  faudra  faire  subir  aux 
constantes  arbitraires  qu'elles  renferment,  pour  éten- 
dre ces  intégrales  aux  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé.  Nous  sommes  parvenus,  dans 
le  chapitre  IV ,  aux  huit  intégrales  suivantes  : 


2.1  r^dp 


m 

r=:^.(i — <?.cosw),  ^+/=ô».(m — e.smu) ^ 
a  (i— eO 


I  4"^  •  COS(i^  — »)* 


Nous  supposons ,  pour  plus  de  simplicité ,  /^  =  i . 

Ces  intégrales  contiennent  sept  constantes  arbi- 
traires; mais  comme  elles  ne  doivent  en  renfermer 
que  six  distinctes  entre  elles ,  Tune  de  ces  arbitraires 
est  nécessairement  comprise  dans  les  six  autres. 

En  eflfet,  on  a,  n°  20,  entre  les  constantes  c,  c'y  c", 
a,  e,  l'équation   de   condition. 

De  sorte  que  ces  cinq  constantes  n'équivalent  réelle- 
ment qu'à  quatre  arbitraires  distinctes,  et  qu'on 
peut  regarder  l'une  d'entre  elles,  prise  à  volonté, 
comme  fonction  des  trois  autres.  Les  constantes 
c ,  c'f  c"  fixent  la  position  du  plan  de  l'orbite;  et  en 
nommant  (p  son  inclinaison  sur  le  plan  des  xj^  et  cl 
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la  longitude  de  son  nœud^  comptée  sur  le  même 
plan ,  à  partir  de  Taxe  de  x  ^  on  a 

tang(p  = ,      tanga=  — ^  , 

d'où ,  en  faisant  pour  abréger  A:*  =  c*  -f-  c'*  -f-  c  "\ 
on  tire 

cz=zk. cos^,  c'=— A.sinÇ.cosflt,  c*=Â:.sin^.sina. 

Ces  valeurs  nous  seront  utiles  dans  les  recherches 
suivantes. 

La  constante  cû  exprime  la  longitude  du  périhélie 
comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  à  partir  d'une  ligne 
fixe  prise  à  volonté j  nous  supposerons,  dans  ce  qui 
va  suivre,  que  cette  ligne  est  l'intersection  du  plan 
de  l'orbite  avec  le  plan  fixe  des  ûc  /,  et  nous  nom- 
merons g  ce  que  devient  dans  ce  cas  la  constante  a>  ; 
la  dernière  des  équations  (B)  donnera  ainsi 

cos(p-g)  =  *l=r.    (B') 

40 •  Cela  posé,  les  six  arbitraires  dont  nous  allons 
déterminer  les  variations  d'après  la  théorie  générale 
exposée  au  commencement  de  ce  chapitre ,  sont  les 
cinq  constantes^,  a,  ç,  /,  g,  et  la  constante  k  dont 
le  carré  représente  le  demi-paramètre  de  Torbite, 
et  que  nous  emploierons  de  préférence  à  l'excen- 
tricité €,  parce  que  les  calculs  qui  s'y  rapportent 
sont  moins  compliqués.  Ces  constantes ,  substi- 
tuées tour  à  tour  à  la  place  de  a  et  6  dans  la  for- 
mule générale,  produiront  quinze  quantités  sym- 
boliques (a,  A:),  (^>ût);  (A:,ot),  etc. ,  qu'il  faudra  calculer 
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par  la  formule  (2).  G)mmençons  par  chercher  les  va- 
leurs de  ces  quinze  quantités. 

Formons  d'abord  les  combinaisons  {a^k),  {^f<P)f 
(a,ct),  (k,<p),  (fc^ct),  (a,(p),  où  n'entrent  point  les  cons- 
tantes /  et  g.  Si  Ton  ajoute  les  carrés  des  trois  pre- 
mières équations  (B) ,  on  aura  la  valeur  de  fc  en  fonc- 
tion de  ûCfjr^z,  Jo^fj-^,  z/,  en  mettant  à  la  place  de 
c,  c',  c",  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  aet^, 
on  aurait  de  même  la  valeur  de  ces  constantes  en 
fonction  de,r,^,  z,  x^^y^^  z^.  On  pourrait  donc  ainsi 
déterminer  directement,  d'après  la  formule  (2),  les 
six  quantités  précédentes  ;  mais  il  sera  plus  simple  de 
regarder  les  constantes  kj  a^  (^  comme  fonctions  des 
constantes  c,  d y  c",  et  d'employer  dans  cette  recherche 
la  formule  (E)  du  n*  18. 

Si,  au  moyen  des  quatre  premières  équations  (B),  on 
forme  les  différentielles  partielles  des  arbitraires  c,  c'y 
c''et  a  y  prises  par  l'apport  aux  variables  a*,  ^,  2,  :r^, 
y^y  Zjy  qu'on  substitue  ensuite  les  valeurs  résultantes 
dans  la  formule  (2),  on  trouvera  sans  peine 

(a,c)=0,      (a,c')=0,  («,c")=:0. 

La  constante  k  est  déterminée  en  fonction  de  c,  c'y  c% 
par  l'équation 

la  formule  (E),  n*  18,  donnera  donc 

(«,A)^(«,c).g+  («,c04  +(a,c").§; 
d'où  l'on  tire 
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Les  deux  arbitraires  cp  et  a  étant  de'terminées  par  les 
équations 

i/c'»-Uc"*  c" 

tang(p  = ,    tangct  =  — -r 


c  * 


on  aura  de  même 

(a,(p)  =  o,     (a,a)  =  o. 

Pour  former  les  deux  combinaisons  (k,(p)  et  (it,a), 
remarquons  que  Ton  a  par  la  formule  citée 

ic,k)=(c,c'yi+ic,d'),j, 

(c',A:)=(c',c).|+(cV")4, 

(c",*)=(c",c).î+(c",c')4- 

Si  l'on  substitue  pour  (c,c'),  {c^d^)^  (d,c'^),  leurs  va- 
leurs, en  observant  que  Ton  a,  n*i8,  (c',c)= — (c,c'), 
(c\c)  =  —  (c,c")>  (cV')=  —  (c',c") ,  on  trouve 

(c,A:)  =  o,     (c'5Â:)=o,     (c'\k):=zo. 
D'ailleurs 

Par  conséquent 

Çk,(p)t=o,         (k,a)=zo. 
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Pour  former  la  combinaison  (a,^),  remarquons  que 


Ton  a 


d*oii  l'on  déduit 


cos(p=^; 


(ût,(p)  =  («,c).^. 


Nous  omettons  le  terme  (ct,Â:)  .^ ,  parce  que  (u,k)esi 
nul,  comme  nous  venons  de  le  voir. 

et  en  substituant  pour  (c',c),  (c'',c)y  -p,  -^  leurs 
valeurs 

— 71— J  =  —  ï  > 

et  par  conséquent 

'^    '^^       fe.sin<p 

Passons  au  calcul  des  combinaisons  dans  lesquelles 
entrent  les  constantes  l  et  g,  et  commençons  par 
chercher  les  valeurs  des  quatre  quantités  (^^Z),  (A:,/)^ 
(^,Z) ,  {ct,l).  Si  dans  la  septième  des  équations  (B),  on 
substitue  pour  u  sa  valeur  donnée  par  l'équation  qui 
la  précède ,  celte  équation  prendra  cette  forme 

Z=s  —  f  +  Fonct.  (a ,  k,  r)  ;     (c) 

d'où  Ton  tire,  en  faisant  d'abord  abstraction  des  cons^ 
tantes  aetk, 


\ 


'^ 


I 
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dl        dl     dr        X    di 

1 

dx~^  dr*  dx        r  *  dr  ' 

1. 

dl  dl     dr  ^_^J'     dl 

dy         dr  '  djr*'^  r  *  dr^ 

■ 

dl         dl     dr          z     dl 

dz  """"  dr  *  dz  ^^  r  *  dr* 

\ 

La  valeur  de  l  ne  contenant  pas  les  variables  x^  ^jr^ ,  z^  f 
on  aura  ^  par  rapport  à  une  constante  quelconque  b^ 

Pour  avoir  ëgard  aux  constantes  a  éi  k  contenues 
dans  la  valeur  de  ly  il  faudrait  ajouter  au  second 
membre  de  cette  équation  la  fonction- 

Mais  on  peut  l'omettre,  parce  que  b  devant  repré- 
senter l'une  des  quatre  constantes  a,  Â:,  (p^  cty\es  deux 
termes  prëcédensc  sont  toujours  nuls.  Il  ne  reste  plus 
qu'à  substituer  successivement  ce.s  arbitraires  à  la 
place  de  b  dans  la  valeur  de  (/,^). 

Il  est  aisé  de  voir  d'abord  par  les  valeurs  de  c,  c'y  d\ 
que  la  substitution  des  constantes  cp  et  et  ou  de  toute 
autre  fonction  de  c,  éy  c%  à  là  place  de  by  rendra  nulle 
la  fonction 

dh     ,  àh  db 

On  aura  donc  aussi 

(/,<p)=:0,        (/,«)=  o. 
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Quant  à  la  constante  a ,  on  trouve 

da  ^  da  ^  da  ^ 

^=3a\x,,     j^=.:xa*.y,,      -^=:2a'.a,î 
en  faisant  donc  ^=  ^  dans {Ji^V)^  on  aura 

mais  réquation  (c)  donne  évidemment  3-  =  3"  î  par 

conséquent 

(^l^a)  =  —  2a*. 

Faisons  enfin  b:=:k,  la  constante  A:  étant  fonction 
de  Cf  c\  (? ^  on  aura  ^  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut^ 

(/,;t)  =  o. 

Passons  maintenant  à  la  recherche  des  cinq  der- 
nières combinaisons  {g,a)y  fg,A:),  (g^,(p),  (g,flt)  et  {g,l) 
qui  renferment  la  constante  g.  L'équation  (B')  donne, 
en  la  résolvant  par  rapport  à  g^ 

On  aura  donc,  relativement  à  une  constante  quel- 
conque bf 

{g>^)  —  r'V^'dx^  ^^'dy^  ^^'  dz^  )' dr 

/dv       db^  JU^^      '^^  ^U~     ^*  ^ 
*""  \dx  '  dxj  "^  dy  '  "^Ô         dz  '  dz^J 

Tome  I.  21 
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On  peut  omettre  le  dernier  terme,  parce  que  b  devant 
représenter  une  des  cinq  arbitraires  a,k,(p,  et,  l,ce 
teri;ne  est  toujours  nul. 

Pour  former  les  quanti te's  -^ ,  -j-,  T  '  ^  ^^^*  avoir 

la  valeur  de  l'angle  i^  en  fonction  des  variables  oc^j^z; 
or  on  trouve  aisément 


jtr  =  r.cosi^.cos  «  —  r.sm  (^.cos  ^.smct, 
j- =  r.cosi'.sin  «  4"'^-sinf^.cos  ^.cos^ft, 
z  =  r.sin  i^.sin  <p; 

d*oii  Ton  tire 

z  x.cos  fli -f~  y.  sin  « 

sm(^= — : — ,     cosi^= ^ . 

Nous  ferons  usage  de  la  première  de  ces  valeurs , 
comme  étant  le  plus  simple.  Elle  donne  en  la  diffé- 
renciant 

dp  — xz  dp — j^z         dp r* — z* 

dx        r^.sin^.cosi'*  cfy     r*.sia^.cosi^'  dz       rKsïnç.cosp* 

rdz-^zdr 


dp  z.cos^         dv  dt 


dp  r.sin^.cosi'  *  dt       r'.sin^.cosv* 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  donne 
(gfb)^   et  ajoutant^  à   cause  de  la  constante  ^  qui 

entre  dans  Texpression  de  sin  i^,  le  terme  {(p,b) .  ^ , 
on  aura 
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db  ^^^   db   .       db\    dg 


S  /      db     ,         db     .         db\ 

•    r*.sm^.co8v     \      dx^   ^  ^    dy^  dz^J 

^ •#^+(«w).^  +  (<P>*)-^-  (à) 

r.sin^.cosv  dz^    ^   ^   ^  ^  da   ^   ^^'  ^  d^     ^   ' 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  les  constantes  a^ky(p^ 
a ,  2  à  la  place  de  h  dans  cette  formule.  Faisons  d'abord 
b:=::a,  nous  aurons 

et 


r^.sinç.cosp 


(da    ,        Az  j^     Ag\       I  û/a 

*  dx^   '^'  ^:K/        *  ^V       •  '*•«»  **<»s  ^  '  ^ 
/    rdz'-^zdr  \ 

\r*.sm  ^.cos  v/  ai 

On  a  de  plus  {a^a)  =  o,  {(p^a)  ==  o  j  par  conséquent 


dg  dp  "  ■  ■ 

et  comme  ^ = —  ^  ^  ^"^  ^^^^ 

Faisons  i  =5  A  ;  l'arbitraire  k  étant  foncti(m  de^,  c',  c\ 
on  a 

dk     ,        dh     ,         dk 

D'ailleurs  (a, A)  =  o  et  (^^A)  =  oj  la  formule  qui 


\ 

I 
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donne  {gtk)  se  réduit  donc  à 

^^^  ^  r.sin^écosv     d%,  ' 

mais  A*  =  c*+  c'*  +  c"%  d'où  Ton  tire 

dk         c'y  — c'*         •     ^   /  ^  I  •       \ 

ou  bien  ^  d'après  la  valeur  de  cost^  trouvée  préce'- 
demmeut^ 

dk 

-=- =5  r.  sm  ^  .cos  (^  : 
par  conséquent 

Cherchons  la  valeur  de  (g^,^),  et  pour  abréger,  au 
lieu  de  faire  b  =z(p  dans  la  formule  (d) ,  observons 

que  l'on  a  cos  (p^ssjf  par  conséquent 


1 


(g:,^)=(gr,A:).^  +  fe,c).t 


dk   *    vô^-^Vc 


1  est  aisé  de  se  convaincre  que  (g,c)  =o  j  nous  avons 
trouvé  {g,k)  =  —  I  ;  donc  on  a 

Cherchons  la  valeur  de  {g^a);  et  étant  fonction  de  cf 
et  <?",  on  a 

xnais^  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  l'on  a 
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dt 


(S>^")^-  r.sïnicos.^J'+  ^^>'"H' 


c" 


La yaleur  de  tang  a  =  •— -T  donne,  en  la  différen- 
ciant '        , 

da        c"  ^  dm  I  . 

Substituons  ces  valeurs  dans  {g,0L)y  nous  i^^urons 

■  i  »  ■ 

,      .  cos*-i        /c^ar-f-c'vN  ,  dulT.      ,.   dm    ,   .         '  dm'^ 


mais 


dd 


par  conséquent 

D ailleurs  les  valeurs  de  c^  c^,  c'',:n''..  SQ^.idpanmt 

COS  O  C.C08*  •      j>     *     •!       /       I. 

•,   .  i^  =;  — 77—  •  d  OU  il  resuite 

^°'   '        r.sin.f.cosf  V       «     ^    '         •^; 
et  comme  cz  +  c^  +  c"jî  =  0,11°  30  ^  on  a  cnGix 

(g,a)  =  o. 

Déterminons  la  valeur  de  (g,/),  dernière  combi- 
naison qui  nous  reste  à  considérer.  La  constante  / peu; 
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être  regardée  comme  fonction  des  variables  r  et  ^,  et 
des  arbitraires  a  et  k;  nous  aurons  donc  par  con- 
séquent 

et  comme  (§•,«)  =  o  et  (g,k)=  —  i,  cette  valeur  se 
réduit  à 

(g,Z)  =  (g:,/.).g-g. 

Puisqpaé  r  ne  contient  pas  les  variables  x^jjr^^  2^,  la  va- 
leur de  (g,r)  se  réduit  à 

(g,r)  =  (û,r).gH-((p,r).|. 

Le  second  terme  est  nul  de  lui-même ,  puisque  l'on  a 

et  que  nous  avons  vu  que  <p  étant  foqction  de  c,  c\  c^\ 
la  quantité  j?i^  ^j-,^  ^z,.-—  était  nulle.  Il  ne 
ncoi&Mfirtadonc-à  former  que  la  quantité  («,r). 

^      X da     dr     ^_   da      dr  ^.     da     dr 

w  /  """  ^^^  •  ^^  "T"  j^^  *  ûÇy  dz/  dz' 

Substituo'tis  pour  -7-,  -r^','^,  ^r-,  zr^^-r-  leurs 

*^  d^^'    c/y/     dzj      dx'   dy       dz 

valeurs ,  on  aura 
Ainsi  dooc 
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T 

et  par  conséquent 

/      7\  ^   dr  dl  dg         dl  .  dg        dl 

Si  pour  ^  ^t  3Â  on  substitue  leurs  valeurs  tirées  de 

l'équation  (B')  du  n'  5g ,  et  de  la  septième  des  équa- 
tions (B)  du  même  numéro^  dififérenciées par  rapport 
à  ces  constantes ,  et  en  y  regardant  e  comme  fonction 
de  a  et  de  A: ,  on  trouvera,  toute  réduction  faite, 

et  par  conséquent 

{g,l)  =  o. 

4 1 .  Rassemblons  les  valeurs  des  quinze  quantités 
que  nous  venons  de  déterminer,  nous  aurons 

{a,k)  =  o,  (a,(p)  =o,(rt,a)  =  o,  (a,g)=o,  (a,/)=3a% 
(/,  ^)  =  o,  (/,(p)  =  o,  (l,cC)  =  o,  (/,g)  =  o , 
(A:,(p)  =  o,  (A:,a)  ==o,  (A,g)  =  I , 

* 

^^'   '       it.sin^ 

Si  dans  la  formule  générale  (i),  on  met  successive- 
ment a,  /,  k,  gf  a  et  <p,  à  la  place  de  a  et  b,  et  qu'on 
y  substitue  ensuite  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
pour  déterminer  les  variations  de  ces  six  quantités 


/(o). 
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aa        ' 
^  dk  ^.sin^     cùp         ^ 

dcL=z  - — -, —  ,  .--.^dt, 

f^         cos  ^     û?R     1^  I        dR   7 

k.sinç    ag  i&.sin^  om 

42.  De  ces  formules  il  est  aisé  de  conclure  celles  qui 
se  rapportent  à  la  variation  des  six  arbitraires  que 
nous  avons  considérées  dans  la  théorie  du  mouve- 
ment elliptique  ;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  les 
constantes  /,  A:,  g*  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ces 
arbitraires.  Nous  avons  supposé^  n*'  24  et  59, 


tétant  par  hypothèse  égale  àû""*. 
On  tire  de  là  en  différenciant 

de:=:dûù  +  n.dl .  -^^ .da^ 

,  _      anVT^-  dk^l^  da 

Quant  à  la  valeur  de  dco,  remarquons  que  nous  avons 
désigné  par  g,  n^  5g p  l'angle  compris  entre  la  ligne 
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des  nœuds  et  le  grand  axe  de  l'orbite  ;  cù  est  Fangle 
<iue  forme  ce  même  axe  avec  une  ligne  fixe  menée 
dans  le  plan  de  cette  orbite  :  on  aurait  donc  doù  =  dg 
si  la  ligne  des  nœuds  ne  faisait  aucun  mouvement 
pendant  l'intervalle  de  temps  dt;  mais  cette  droite 
changeant  à  chaque  instant  de  position^  il  est  clair, 
que  dcù  est  égal  à  dg^  plus  le  mouvement  des  nœuds 
projeté  sur  le  plan  de  l'orbite;  on  aura  ainsi ^  aux 
quantités  près  du  second  ordre , 

dcuzsz  dg -{^cos  (p.dx. 

La  quanti  té  R  peut  être  considérée,  soit  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a,  l,  k,  g,  cl,  soit  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a,  e,  e,  a>  et  a:  on  a  donc,  en 
la  différenciant  dans  ces  deux  hypothèses,  lequation 
identique 

^.da+^.dl+-.dk+^.dg  +  ^.dct 

Substituons  dans  le  second  membre,  à  la  place  de 
de,  de,  dœ,  leurs  valeurs  précédentes,  et  égalons  en- 
suite de  part  et  d'autre  lescoefficiens  de  da ,  dl,  dk ,  dg 
etdet,  nous  aurons 


û?R         /ûHR-N    ,    I— *•     dK       3     (f— -»)     dR 
da  \da/*^   lae        de        2  *        a       *  dm 

dR  dR 

--77-=:  /Î.-T- 

dl  dt 


p 


9 


irfR an.t/i  — g'      dR 


i 
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dg         dt  '^'d^i*  t 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (o); 
qu'ensuite  on  substitue  pour  da^  dl^  dky  dg  et 
dût  leurs  valeurs  résultantes  dans  ds^  de  et  dco ,  on 
aura^  pour  déterminer  les  variations  des  six  élé- 
mens  de  l'orbite  elliptique,  en  observant  quen'szra'"*, 

^   et  que  kz=.  \/a.[i  —  e*),  les  équations  suivantes 
da:^=iia^n.'-T-.dt^     (i) 


e 


rfflt=:  r^-r=r=  .  -j-^dty     (5) 

rf(pC= ^ r-  .   -j-.dt.        (6) 

43.  Nous  voici  donc  parvenus  à  exprimer  les  varia- 
tions différentielles  des  élémens  de  l'orbite  elliptique 
parles  différences  partielles  de  la  fonctionR  relatives  à 
ces  mêmes  élémens,  et  multipliées  par  des  coefficiens 
qui  ne  renferment  pas  Iç  temps.  Il  sujQGira  donc,  pour 
avoir  leurs  valeurs  finies,  de  différencier  par  rapport  à 


f 
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ces  élémens  chaque  terme  du  dé veloppement  de  R ,  et 
de  l'intégrer  ensuite;  avantage  précieux  qui  résulte 
de  la  fopoie  particulière  que  nous  avons  dpnnée  aux 
expressions  de  ces  variations. 
La  constante  arbitraire  e  étant  toujours  jointe  à 

l'angle  nt.  on  a-f-  =  ~t-#  d'où  Ton  tire  -j-.ndt=:^{rR., 
^         '  dt         ndr  dt  ' 

la  caractéristique  d  désignant  une  différentielle  rela- 
tive au  temps  t^  prise  en  ne  faisant  varier  t  qu'autant 
qu'il  est  multiplié  par  n  ;  les  valeurs  de  da  et  de  de 
deviennent  ainsi 

dat=^2a^.d^y 

de=-^  ^-'=^.( ,  _  ^/T=^MR-an-  V^T^e\i-,  dt. 

e  ^  ^  •  ^  ami 

On  peut  employer  indifféremment  ces  expressions  ou 
ceUes  dont  elles  dérivent. 

Nous  avons  supposé  n  =  ^i"  »;  on  aura  donc  en  dif- 
férenciant 

dn=z'^5an.dR.  (7) 

Cette  formule  donnera  en  l'intégrant  la  valeur  qu'il 
£aut  substituer  à  la  place  de  n  dans  les  formules  du 
mouvement  elliptique.  Or  en  nommant  ^  la  longitude 
moyenne  de  la  planète  m,  on  aL^z^nt-^^i,  et  par 
conséquent 

d^  =  ndt'\^  tdn  +  dé; 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacerjrf/i ,  de  par 
leurs  valeurs.  Maïs  il  y  a  ici  unej observation  essen- 
tielle à  faire,  c'est  que,  dans  la  différence  partielle  de  R, 
relative  à  a^  on  peut  se  dispenser  de  faire  varier  la 
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quantité  n  qui  dépend  de  a.  En  effet  ^  R  étant  fonc- 
tion de  w^  +  g,  donnera ,  à  raison  de  la  variation  de  /i, 

le  terme  -j-^t-T';  la  valeur  de  d^  renferme  le  terme 

ai       da  ' 

— 2a^.-T—.ndt.  La  variation  de  te  y  introduira  donc 

le  terme  —  2a* . --j- ^^-r* ^^t ;  par  conséquent  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  sera,  à  raison  seule- 
ment de  la  variation  de  n, 

d^=:  tdn —  2a*. -7-  .  -j-.ndt. 

^  da       dt 

Si  l'on  substitue  pour  dn  sa  valeur,  et  qu'on  re- 

dn  3     .1     ^    dh        r^        jffk 

marque  que  -?-= .  -  et  -7-./za^=rfn,onverra 

^        *■        da  2     a  di 

que  cette  expression  se  réduit  à  zéro.  11  suit  de  là  que 
dans  la  valeur  de  d^  on  peut  omettre  le  terme  tdn , 
pourvu  qu'on  regarde  n  comme  constant  dans  la  dif- 
férence partielle  de  R  prise  par  rapport  à  a.  On  aura 
donc  ^  zzzfndt  +  g  pour  l'expression  de  la  longitude 
moyenne  dans  le  mouvement  troublé,  et  toutes  les 
formules  relatives  au  mouvement  elliptique  auront 
également  lieu  dans  le  cas  de  l'ellipise  invariable  et 
dans  le  cas  de  l'ellîpse  troublée,  pourvu  qu'on  y  change 
nt  en  fndt,  et  que  l'on  détermine  les  élémens  de 
l'ellipse  variable  par  les  formules  précédentes.  Cette 
manière  d'exprimer  le  moyen  mouvement  a  l'avan- 
tage de  faire  disparaître  les  termes  qui  se  trouveraient 
sans  cela  multipliés  par  le  temps  t  hors  des  signes 
sinus  et  cosinus.  Si  l'on  fait  ^  =fndt,  on  aura 
d!^  =  ndf}  et  en  substituant  pour  n  sa  valeur  tirée  de 
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Téquatioa  (7),  et  intégrant  ensuite,  on  trouvera  pour 
déterminer  la  variation  du  moyen  mouvement  la 
formule 

Ç=  —  5 .  ffandt .  d!K.  (8) 

44*  Les  formules  (5)  et  (6),  qui  donnent  les  valeurs 
de  dct  et  de  d<p ,  contiennent  au  dénominateur  le  sinus 
de  l'angle  <p ,  quantité  très  petite  lorsqu'on  suppose 
rinclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  fixe  peu  considé- 
rable, et  qui  devient  imlle  lorsqu'on  rapporte  la  position 
de  la  planète  au  plan  de  son  orbite  primitive ,  comme 
nous  le  ferons  dans  la  suite.  On  peut  éviter  cet  incon- 
vénient en  substituant  aux  arbitraires  ^  et  a,  qui  re- 
présentent l'inclinaison  de  l'orbite  et  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant,  les  quantités  tang  (p  .  sin  etr  et 
tang  ^.cos  CL  qui  en  dépendent.  En  effet,  si  l'on  fait 

;7=tang(p.sin  a,     ^=  tang  ^.cosce, 

on  aura  en  différenciant 

j  COS  «        f  7 

Si  Ton  considère  R  comme  fonction  de  ^  et  a,  et  en- 
suite comme  fonction  dep  et  y,  on  a  l'équation  iden- 
tique 

J^^dci  +  ^.d(p^^.dp+-^.dq. 

En  substituant  pour  dp  et  dq  leurs  valeurs,  et  en 
égalant  de  part  et  d'autre  les  cpefficiens  de  da  et  de  ^(p, 
on  trouve 
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dRdB.dK 
'i:i^^''d^~~P-'d^' 

I 

dK        sin  4      dîa^  ^    cos  u,      é/R 
d^  """  cos"*  ç  *    dp        cos^  ^  *   dq' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  celles  de  dct  et  de  ^  ; 
qu'ensuite  on  substitue  les  valeurs  résultantes  dans  dp 
et  dqy  et  qu'on  néglige  les  termes  du  second  ordre 
par  rapport  à  ^ ,  ou  bien  qu'on  fasse  cp  =  o ,  ce  qui 
suppose  que  l'on  prend  pour  plan  de  projection  le 
plan  même  de  l'orbite  de  m ,  on  aura 

^/'  =  7=^--f-''^    (9) 

t 

dq^=z >  -T-^dL     (\o) 

Ces  formules,  jointes  aux  quatre  premières  du  n**  4^^ 
sont  celles  dont  nous  nous  servirons  désormais  pour 
déterminer  les  variations  des  élémens  de  l'orbite  el- 
liptique ,  et  nous  en  conclurons  d'une  manière  très 
simple  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des  pla- 
nètes. 

45*  Si  Ton  supposait  enfin 

p'=:sm(p.sin  a,         7'  =  sin  ^.cosa, 

on  trouverait ,  par  upe  analyse  semblable  à  la  pré- 
cédente , 

f  f         an. cos O       dK     ,, 
dp'=   —=^  .^^^.dt, 
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f  I  an. COS0       dK     ,^ 

ag  = — '   — ==  •  -y-mClt* 

^  y  i  _e«      dp 

Ces  formules  sont  rigoureuses,  tandis  que  les  précé- 
dentes ne  sont  qu'approchées;  elles  se  confondent 
avec  elles  quand  on  suppose  (p  une  très  petite  quantité. 
En  général ,  on  peut  observer  que  la  disposition  des 
ronnules  précédentes  dépend  uniquement  des  arbi- 
traires que  l'on  a  choisies ,  et  peut  varier  par  con- 
séquent d'une  infinité  de  manières.  Si  l'on  prenait 
pour  constantes  arbitraires  les  cinq  quantités  ^ ,  g,  eo^ 
p,  q,  et  le  demi-paramètre  Â:*  au  lieu  de  Texcentricité  e, 
on  trouverait  pour  déterminer  la  difierentielle  de  k 

dk=i  -y-.rfi*4-  -5-  •  dt. 

Cette  formule  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

On  aurait  des  formules  plus  simples  encore  que 
celles  que  nous  avons  développées  dans  le  n*  41  >  et  qui 
auraient  l'avantage  de  ne  contenir  qu'une  seule  diflfé- 
rence  partielle  delà  fonction  R,  en  prenant  pour  cons- 
tantes arbitraires  les  cinq  quantités  a ,  k,  l,  a^  (p,  du 
û^  ^o,  et  la  quantité  œ  du  n®  4^-  ^^  trouverait  sans 
difficulté,  pour  déterminer  les  variations  de  ces  cons- 
tantes^ les  équations  suivantes  : 


dazrz 

2a*. 

dr^^> 

dl=: 

—  2a*, 

dR 

'  da 

.dt, 

f 

dk  = 

dR 

3- • 

dt, 

dc&=i 

dR 
""  dk' 

dt, 

dtl= 

'        ^^  dt 
k,8inf   09        ' 

d(p=: 

1 

dK 
da.  * 

dt. 

it.sin^ 
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Oa  aurait  encore, a**  i8,  des  formules  dont  cha- 
cune ne  contiendrait  qu'une  seule  différentielle 
partielle  de  R,  en  prenant,  pour  constantes  ar- 
bitraires ,   les   valeurs    des    trois    coordonnées  a:, 

y  y  Zf  et   des  trois  vitesses,   -^  ,     -^^     -^  de  h 

planète,  relatives  à   une  époque   déterminée,  par 
exemple,  à  l'instant  d'où  l'on  compte  le  temps  t. 

46.  Considérons  maintenant,  d'une  manière  géné- 
rale ,  les  diverses  formules  que  nous  venons  d'obte- 
nir. La  fonction  R,  dont  les  différences  partielles  entrent 
dans  ces  formules,  est  une  fonction  donnée  des  coor- 
données a:,  j",  z  de  la  planète  troublée,  et  des  coordon- 
nées x\y,  z\  etc.,  des  planètes  perturbatrices.  Cette 
fonction  est  du  premier  ordre,  par  rapport  aux 
masses  de  ces  planètes;  de  sorte  que  li,  dans  une  pre- 
mière approximation,  on  néglige  les  puissances  des 
masses  perturbatrices  supérieures  à  la  première  , 
il  suffira  de  substituer  dans  R,  à  la  place  des  coordon- 
nées ia:,j^,  Zy  x^fy  z',  etc.,  leurs  valeurs  relatives 
au  mouvement  elliptique.  R  devient  alors  fonction 
du  temps  t  et  des  élémens^,  e,  e,  o),  /?,  ç,  a',  g',  e', 
tù\  p' f^'y  etc.,  des  orbites  des  planètes  m,  m',  etc., 
et  l'on  peut  toujours  supposer  cette  fonction  dévelop- 
pée en  série  ordonnée  par  rapport  à  t.  Nous  donne- 
rons dans  le  chapitre  suivant  le  moyen  d'effectuer  ce 
développement;  il  suffit  ici  seulement  d'en  concevoir 
la  possibilité.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  désigne  par  F 
le  premier  terme  de  cette  série,  c'est-à-dire  le 
terme  indépendant  de  ^,  F  étant  une  fonction  connue 
des  élémens  de  la  planète  troublée  et  des  planètes 
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perturbatrices^  il  en  résultera  dans  les  variations  des 
élemens  a  y  e,  e^  etc.^  des  termes  proportionnels  à 
l'élément  du  temps ,  lesquels  produiront ,  par  Tinté^ 
gration  daps  les  variations  finies  de  ces  élémens ,  des 
termes  croissant  comme  le  temps ,  et  qui  seront  in- 
dépendans  de  la  position  des  planètes  m,  m!,  m",  etc.^ 
dans  leurs  orbites.  Si  Ton  substitue  donc  F  à  la  place 
de  R  dans  les  formules  (i),  (2),  (5),  (4),  (9),  (10), 
et  qu'on  observe  que  la  différentielle  de  F  par  rap-* 
port  à  nt  est  nécessairement  nulle  ^  on  aura^  pour 
déterminer  ces  termes,  les  formules  suivantes  : 

daz=iO, 

1 an.\/i — e^dF     - 

,  an.\/T^'?dF     ,  M") 

e  de 

j  an       dF     ». 

^  {/ l ^dq         ' 


j  an       dF   j^ 

OQ  = — — T==.-7-  •  at. 
^  ^i^e^dp 

Les  variations  déterminées  par  ces  équations  ont  été 
nommées  inégalités  séculaires ,  parce  qu  elles  croissent 
avec  une  extrême  lenteur.  Quant  à  l'autre  partie  de 
la  variation  des  élémens  elliptiques  de  m ,  on  les  déter- 
minera au  moyen  des  formules  de  l'article  42  ^  en  ne 
conservant  dans  le  développement  de  R  que  les 
termes  que  nous  y  avons  négligés. 

Tome  I,  2a 
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L'introduction  que  nous  avons  proposée  n^  44  ^^ 
quantités  p  et  q^k  la  place  des  variables  ^  et  d  qui 
déterminent  la  position  du  plan  de  l'orbite  de  m, 
mérite  une  attention  particulière.  Cette  transforma- 
tion de  variables  semblables  à  celle  dont  nous  avions 
fait  usage ,  n^  54,  livre  I,  et  dont  nous  avons  indiqué 
l'utilité  pour  la  théorie  de  la  libration  de  la  Lune^  a 
l'avantage ,  dans  la  question  qui  nous  occupe ,  de  ré- 
duire les  équations  différentielles  qui  déterminent  les 
inclinaisons  et  les  longitudes  des  nœuds  d'un  système 
d'orbites,  à  la  forme  d'équations  linéaires  à  coefficîens 
constans  dont  le  nombre  est  double  de  celui  des  corps 
agissansdu  système,  ce  qui  facilite  extrêmement  leur 
intégration.  On  peut  appliquer  une  transformation 
analogue  à  l'excentricité  et  a  la  longitude  du  péri- 
hélie et  faire  disparaître  ainsi  du  dâiominateur  des 
Valeurs  de  de  et  dœ ,  l'excentricité  e  qui ,  relative- 
ment'aux  planètes,   est  toujours  une  très    petite 
quantité.  En  effet,  si  l'on  suppose 

b  =  e.smet>,     c=^e.cosâ», 
on  trouve ,  en  opérant  comme  dans  le  n"*  44  ^ 


formules  qui ,  dans  la  théorie  des  variations  sécu-^ 
laires ,  ont  sur  celles  qui  donnent  directement  de  et 
d(»,  les  mêmes  avantage^  que  nous  avons  indiqués 
plus  haut  relativement  aux  équations  (9)  et  (10). 
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Nous  développerons ,  dans  le  chapitre  suivant ,  les 
ibrmùles  précédentes;  nous  déterminerons  ensuite ,  en 
les  intégrant  y  les  variations  finies  des  élémens  des 
orbites  planétaires^  et  nous  en  déduirons ,  par  des 
approximations  successives,  les  différentes  inégalités 
des  mouvemens  des  planètes  ayec  toute  l'exactitude 
qu'exige  la  précision  des  observations  modernes , 


43r.. 
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CHAPITRE  VII. 


Dés^eloppement  des  formules  qui  déterminent  tes 
variations  des  élémens  des  orbites  planétaires  ^  et 
relations  qui  existent  entre  les  inégalités  sécu/* 
laires  de  ces  élémens. 

47  •  Nous  Tenons  de  voir  qu'en  vertu  de  l'action  ré- 
ciproque des  corps  du  système  solaire ,  les  élémens  des 
orbites  des  planètes  étaient  soumis  à  deux  espèces  de 
variations  distinctes..  Les  unes^  indépendantes  de  la 
configuration  de  ces  différens  corps  et  de  leurs  posi*»* 
tions  respectives ,  qui  reviennent  les  mêmes  après  de 
courts  intervalles ,  peuvent  croître  indéfiniment  avec 
le  temps ,  ou  être  assujetties  à  des  périodes  qui  leur 
sont  propres,  mais  dont  la  durée  est  toujours  extrême- 
ment longue.' Les  autres,  au  contraire,  dépendent 
uniquement  de  la  position  des  planètes,  soit  entre 
elles,  soit  à  l'égard  de  leurs  nœuds  et  de  leurs  apbélies, 
et  reprennent  les  mêmes  valeurs  toutes  les  fois  que 
la  disposition  générale  du  système  redevient  la  même. 

Ces  dernières  ont  été  nommées  variations  pério^ 
diques.  Les  élémens  de  l'orbite ,  en  vertu  de  ces  iné- 
galités ,  ne  font  qu'osciller  entre  des  limites  qu'elles 
ne  sauraient  dépasser;  leur  effet  est  de  changer  à 
chaque  instant  la  position  qu'aurait  la  planète  dans 
son  orbite  supposée  invariable ,  mais  la  stabilité  du 
système  du  monde  n'en  peut  être  altérée. 
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Les  premières^  qui  sont  en  même  temps  les  plus 
importantes  et  les  plus  difficiles  à  déterminer ,  ont  été 
appelées  variations  séculaires ,  parce  que  leurs  ac- 
croissemens  étant  extrêmement  lents,  ce  n'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  d'années  que  leur  effet  peut 
se  manifester.  Elles  font  varier  de  siècle  en  siècle ,  et 
par  degrés  insensibles ,  la  figure  des  orbites  et  leur 
position  dans  l'espace  ^  de  sorte  que  ^  comme  leur  ac- 
tion est  permanente ,  et  continue ,  il  est  impossible 
de  décider  à  priori  si  la  forme  générale  du  système 
planétaire  n'en  sera  pas  à  la  longue  entièrement  bou- 
leversée. 

Il  faut ,  pour  résoudre  cette  importante  question  ^ 
examiner  avec  soin  les  valeurs  finies  de  ces  variations, 
valeurs  qu'on  obtiendra^  comme  nous  l'avons  dit,  en 
intégrant  les  formules  du  n**  46-  Cette  intégration  ^ 
il  est  vrai,  est  impossible  en  général  dans  l'état  ac- 
tuel de  l'analyse,  et  il  est,  par  conséquent,  impos- 
sible aussi  d'avoir  rigoureusement  les  valeurs  finies 
des  variations  des  élémens  elliptiques;  mais  le  peu 
d'excentricité  des  orbites  des  planètes ,  et  la  petitesse 
de  leurs  inclinaisoiis  mutuelles ,  piermettent  de  déter- 
miner par  des  approximations  successives  leurs  va- 
leurs approchées ,  aussi  exactement  qu'on  le  peut 
désirer.'  —   - 

48.|Pour  le  faire  vôir^  et  pour  calculer  généràletaenl 
toutes  les  inégalités  que  l'action  mutuelle  des  pla- 
nètes peut  produire  dans"leu4*s  mouvement ,-  il  est 
nécessaire  de  réduire  en  série,  la  fonction  qtae  nous 
avons  d^gù^é  jpar  R.  Occuptons-rious  donc  d'abord 
de  ce  développement.  En  ne  conéidérant  que  l'action 
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d'une  seule  planète  perturbatrice  vd  sur  /ti  ^  on  a 

L'action  des  autres  coi^  /w",  m'",  etc,,  introduit  dans 
cette  fonction  des  ternies  semblables. 

Désignons  par  r,  le  rayon  vecteur  de  m  projeté  sur 
le  plan  des  ^,  et  par  v^  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec 
Taxe  des  x\  désignons  de  même  par  r^  le  rayon 
vecteur  de  w!  projeté  sur  le  même  plan  y  et  par  s^\ 
l'angle  que  forme  cette  projection  avec  l'axe  des  x^ 
nous  aurons 

X  =  r^  .   cos  ^^  ,    jr  szz  r^ .  sin  u^ , 
a:'=  r/.  cos  î^/ ,     /'==  ^f*  sinp/. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  R, 
elle  devient 

Les  excentricités  et  les  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  planétaires  étant  de  très  petites  quantités^  puis* 
que  ces  orbites  s'éloignent  peu  de  la  forme  circulaire, 
et  que  leur  plus  grande  inclinaison  à  l'écliptique 
ne  surpasse  pas  7'',  si  l'on  développe  la  fonction  pré- 
cédente en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
et  a^x  produits  de  ces  deux  élémens,  cette  série  sera 
nécessairement  très  convergente.  Cela  posé,  choisi&- 
îsons  le  plan  fixe  ij^es  Xy^,  qu'on  est  libre  de  prendre 
g  volonté  j  de  mabière  que  les  inclinaisons  des  or>- 
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bites  sur  ce  plan  ^  soient  peu  considérables  ;  les  valeurs 
des  ordonnées  z  et  2'  seront  très  petites^  et  en  déve- 
loppant dans  cette  hypothèse  la  fonction  R,  on 
aura 

•Lv/[r;«-2r/;.co8(v;-i/'H-ir»3;         ^/      J 

m^  Si/,  3m'. r/^  .co9{pf'P^) m'.^d'^s^* 

4"  etc. 

Supposons^  pour  un  moment ,  les  orbites  circulaires, 
et  couchées  toutes  sur  le  plan  des  xy,  en  désignant 
par  a  et  â'  les  distances  moyennes  des  planètes  m  et  m^ 
au  Soleil,  et  par  nt+e  et  rit^^  leurs  moyens 
mouvemens  autour  de  cet  astre ,  nous  aurons 

Qt  si  l'oA  QQnmie  R/  ce  que  devient ,^  dans  ce  cas,  la 
valeur  de  R,  on  a 

R  =m'.  I  [a'*-2aa'.co8(/i'^-ji*+i -i)+û']"*-  -î^ .  cos  (71'/ -w^+i'r-i)  | . 

Nous  démontrerons  toulà  l'heure  que  toute  fonction 

de  la  forme  (a'*  —  2012^  cos  ^  +  a')""  ^  peut  toujours 
se  développer  en  une  série  procédant  suivant  les 
cosinus  de  Tangle  «p  et  de  ses  multiples  :  soit  donc 


+  A  /*>.  cos  2  [n't'  n  e+  %-^  1)  +  etc. , 


344  THÉORIE  ANALYTIQUE 

on  aura 

+^A/0-4j \ cos(7i'/-7i^+ 1 -O+'^/^^^-cos  7.{n't'-nt'\' «'-1)4- etc. 


1 


Si  Ton  observe  que  les  ares  negatife  ont  mêmes  co- 
sinus que  les  arcs  positifs  correspondans^  on  pourra 
représenter,  pour  abréger,  par 

la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série,  Le  nombre 
i  devant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives 

ou  négatives  comprises  depuis  i=o  jusqu'à  is==db-, 

en^^ant  soin  dç  faire  A^""'^'=  A^'^  ;  et  le  coefficient 
A^'^  étant  donné  par  l'équation  A^'^  =  A/'^  toutes  les 
fois  que  t'est  un  nombre  quelconque  différent  de 

l'unité ,  et  par  l'équation  A^'^=A/'^ 71  quand  i=  i , 

Cette  manière  X^s^  simple  de  représenter  une  série 
procédant  suivant  les  mulliples  du  cosinus  d'un  arc 
donné  et  composée  d'un  nombre  jndéfîni  de  termes, 
est  fort  usitée  dans  toutes  les  branche^  de  Fanalyse , 
et  elle  est  dW  usage  très'  conimode  dans  la  théorie 
dû  système  du  moûde,  où  Ton  a  souvent  de  pareilles 
suites  à  considérer. 

La  valeur  précédente  de  R^  deviendra  ainsi 


m 


ïl<=  -  .2 .  AW.cosi  («'<~-n«+e:— é). 
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Revenons  maintenant  aux  orbites  supposées  peu 
excentriques  et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres.  On  ' 
aura  dans  ce  cas,  d'après  les  valeurs  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  vraie  dans  l'orbite  elliptique,  dé- 
veloppées n°  25 , 

r^=a.(i-f-w),         /^=:a\{i  +  ii), 

en  représentant  par  u,u',  v,  v'de  très  petites  quan- 
tités dépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  R,  et 
qu'on  la  développe  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  de  w,  w',  v,  v\  z  et  z',  il  suffira  de  remplacer 
ensuite  ces  quantités  par  leurs  valeurs  pour  avoir  une 
série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  auk 
produits  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  comme 
nous  nous  le  sommes  proposé.  Mais  la  substitution 
que  nous  venons  d'indiquer  revient  évidemment  à 
donner  aux  quantités  a,  a%nt^e,  rit  +6',  qui  en- 
trent dans  la  fonction  R^  les  accroissemens  au^  a'u\ 
V  et  v',  et  à  joindre  à  la  fonction  qui  en  résultera  les' 
termes  du  développement  de  R  dépendans  des  va- 
riables 2  et  j^.  Si  l'on  fait  donc 

[a'»  —  2fla' .  cos  (n'< —  n«  -f-  g'  —  g)  -f-  o»]"  » 
?=  - .  W^  +  B^'J.  cos  {n't  —  /?<+  e'  —  «) 
+  B^»^ .  cos  1  {rit  ^nt  +  i  —  g)  -f-  etc. 
î=-.2.B^^5cos  i{rit — nt-^i —  g), 
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le  nombre  î  dans  cette  série  ^  comme  dans  la  precé-< 
*  dente ,  deyant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  i= —  ^  et  i  =  ^,  en  observant  que  B^""''^=B^^, 
on  trouvera  par  la  formule  ordinaire  du  développe-^ 
ment  des  fonctions  de  plusieurs  variables 


m' 


R==— .2.A«.cos  i(7i7-^n^  +  6'  — g) 


2 

'rfACO 


+  — .M.2.a.f -^-j.cosi(7ï7 — nt^î! —  e) 

+  -T-  •  "*.  2 .  a* .  y-y-r)  •  cos  /  {n't-^  nt  +  g'— g) 
+  j.tt'\2.a'*/-2^).cos/(n'^— n^+g'— g) 
—  —*{v — v).ii\:E.ia.l'^j.smi(nt — n^-f-g'— g) 


ni 


ni.zz'    ,    3ni,az''^  ,    .  .     #        v 

_  îiJir^\  2.BW,C0S/(«'/— 7l/  +  é'— g) 

4-  etc* 
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Voici  donc  la  fonction  R  développée  en  série  pro- 
cédant suivant  les  puissances  et  les  produits  des 
quantités  très  petites  w,  w',  s^eXs^^z  et  z',  et  il  ne  reste 
plus  qu'à  montrer  comment  se  forment  les  quantités 
A^'^,  B^o  qui  entrent  dans  ce  développement  ainsi 
que  leurs  difierentielles  successives. 

49«  Pour  cela^  considérons  généralement  la  fonction 
V""'  ;=  (^'*  -^  2aa\  cos  <p + û*)""',  et  supposons  que 
le  développement  de  cette  fonction  en  série  suivant 
les  cosinus  de  l'angle  <p  et  de  ses  multiples  soit 

V-' = -  A'(*>  4-  A'^*> .  cos  (p + A'^*^  •  cos  2<p  H-  etc., 

les  coefficiens  A'^**^  A'^*^,  A'^»^,  etc.,  étant  des  fonc- 
tions de  a,  a'  et  de  ^. 

Si  Ton  diflférencie  par  rapport  à  (p  chacun  des  termes 
de  ce  développement ,  on  aura 

2s.aa\  sin  (p .  V""'""* = A'^'^.  sin  (p + 2A'^*^.  sin  2^+etc. 

Multiplions  par  V  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, et  substituons  ensuite  pour  V""'  et  V  leurs  valeurs, 
nous  aurons  l'équation  identique 

3^.  o^',  sin  ^.  (  -  A'^*^-f-^'^'^*c^s  (p  -|-  A'^*^  cos  2(p  +  etc.) 
=(a*-2aa'.cos^+a'*).(A'^*\sin(p+2A'^*^sin2^+etc.)j 

d'où  l'on  tire,  en  développant  et  comparant  les  cosinus 
semblables, 

f^KO  —  (^-  i).(a'+a'')-A^t'-'>-(»+«-  a).aa'.  A'Q-Q   ,. 

(i — s).aa  '^ 
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On  aura  par  cette  formule  A'^'^,  A'^^\  etc. ,  quand    ^ 
A'^*^  et  A'^*^  seront  connus. 
Supposons  maintenant 

V-'-'  =^ B'^«^  +B'^'\  cos  (p  +B'^»>. cos  2(p 4- etc. 

Si  l'on  multiplie  par  a'* — 2aa'.cos^+à*  les  deux 
membres  de  cette  équation ,  et  que  pour  V"*  on  subs- 
titue sa  valeur  en  série ,  on  aura 

1  A'^*^+ A'(»>.cos(p+A'^»\cos  2(p+etc. 

=(a*— 2aa'.cosç>+û')r-'B'Co)4.B'CO.cos(p+B'C»).cos2Ç>  +  etc.Y 

et  en  comparant  les  coefBciens  des  cosinus  semblables, 
on  trouvera 

mais  il  doit  exister  entre  les  coefHciens  B'^''"*\  B'^*V 
B'C'+O  des  relations  analogues  à  celles  qui  existent 
entre  lescoefficiens  A'^'-*^  A'^'^,  A'^'"^*^-  la  formule  (a) 
donnera  donc,  en  y  changeant  s  en  ^-f-i  et  /  en  /-f-ti , 

Xi — s).aa 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  pré* 
cédente  de  A'^'\  elle  devient 


i— « 
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Cette  équation  donne^  en  y  changeant  î  en  /+ 1, 

d'où  l'on  tire ,  en  substituant  pour  B'^**^'^  sa  valeur 
précédente, 

Si  l'on  élimine  B'^*""*^  entre  cette  équation  et  l'équa- 
tion (i),  on  aura 

ou  bien,  en  substituant  pour  A'^'"*"''  sa  valeur  donnée 
par  la  formule  (a), 

B«=-^ (?^=^r-^ •  (^^ 

On  déterminera  au  moyen  de  cette  formule  les  va- 
leurs de  B'^«>,  B'CO^  B'W,  etc.,  lorsque  celles  de  A'^«\ 
A'CO^  A'^*^,  etc. ,  seront  connues  ;  et  comme  celles-ci 
sont  données  par  la  formule  (a)  lorsqu'on  connaît  les 
valeurs  de  A'^*^  et  A'^*^,  il  ne  nous  restera  plus  que  ces 
deux  quantités  à  déterminer. 

5q.  Four  y  parvenir,  nousferons  usage  de  la  méthode 
très  simple  que  nousavons  déjà  employée  dans  le  n^  ^5 
et  qui  s'applique  à  tous  les  cas  analogues.  Elle  consiste 
à  exprimer  le  cosinus  qui  entre  dans  la  fonction  Y  en 


( 
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exponentielles  imaginaires  et  à  la  développer  etisuitei^ 

On  a,  n*  24*  cos^= — ;onauradonc 

y  =  d^  —  aa\  (c*^*^-'  +  0^*^*^^)+^';  on  peut  par 
conséquent  regarder  Y  comme  le  produit  des  deujs 

facteurs  a' — a.c^^"^  et  a' — a.c^^^'^  ,  de  sorte 
qu'on  aura  généralement 

Si  Von  développe  séparément  chacun  des  facteurs  du    :  ^ 
second  membre  ^  on  aura  les  deux  séries 

^  1.2.3  -a'^+s*^  -^etC.,  jjj 

^        1.2.3         a'^s-^  -hetc.  \ 

Si  Ton  multiplie  ces  deux  séries  l'une  par  l'autre,    | 
et  qu^on  ordonne  leur  produit  par  rapport  aux  puis^    ' 

sauces  dec"^*^""*  et  de  c*"^-^""*;  que  Ton  substitue    ! 

ensuite  2  cos  ^  à  la  place  de  c^'  ^""'  +c""  ^'  ^""^  ^  et    ' 

en  général  2  cos  i(p  à  la  place  de  &^'  ^"^ +c""  '**  ^^^i  ' 
la  valeur  de  V"'  se  trouvera  exprimée^  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer,  par  une  série  de  cette  forme, 
J&'^+  2À^'\  cos  ^+  ^A:^*^  cos  2^  +  etc.  On  aura  donc 
ainsi  généralement  A'^'^=2A:^'^;  et  en  supposant  /=o 
et  /  =  I ,  on  trouvera 


] 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  35i 

a*'     \     a      '  1.2        al^ 

Ces  séries  seront  convergenles  toutes  les  fois  que  le 

rapport  ^  sera  moindre  que  Funite.  Or,  comme  on 

peut  regarder  également  la  fonction  V  comme  le  pro- 

duîtdesdeuxfacteursa' — a.c^'  ^""^  et  d — a.c"^*^— ', 

ou  des  deux  facteurs  a — d.c^'  *^'"*  eta — a!.c^^  '  ^^^  y 
il  s'ensuit  qu'on  pourra  changer  dans  les  séries  pré- 
cédentes a  en  a! y  et  réciproquement.  On  choisira  donc 
pour  déterminer  A'^*^,  A'^'^,  celles  de  ces  séries  où  la 
plus  grande  de  ces  deux  quantités  entrera  au  déno- 
minateur. 

5 1  •  Four  rendre  ce  qui  précède  applicable  à  la  ques^ 

tionquinousoccupe, ilsuffiradefaire.9=-; ^=:-  dans 

les  formules  que  nous  avons  trouvées,  et  de  supposer 
que  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  A^^""^, 
A'CO^  A'^*),  etc.,  deviennent  A/^^  A/'^,  A/»^  et  que  celles 
que  nous  avons  nommées  B'^®^,  B'^*^,  B'^*^  deviennent 
gCO^  B^'^,  B^*^,  etc.  ;  mais,  dans  ces  deux  cas,  les  séries 
précédentes  sont  peu  convergentes  ;  elles  le  deviennent 

davantage  lorsqu'on  suppose  ^  =  —  -  ;  et  si  l'on  fait 


■r  / 


1 
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V  *  =  (û,  a!)  +  (a,  af.  cos  ^  +  {dfd)'.  cos  2^  +  etc* , 
on  trouve  ;  pour  d^lenniner  (a,a')  et  (a,a')'; 

M=«'.C.+©--f:+G;i)--:4 

^^    /y ^/   /'^         i.i    a'  i»i>i'3  a* 

1.3.5.1.1.3.5,7.    àf  \ 

~  4.6.8.2.4.6.8Tri'  ô^  '"^^•/ 

Ou  aura  par  ces  séries  les  valeurs  de  {a^af)  et  de  (a,a')' 
avec  tel  degré  de  précisîoa  que  Ton  voudra.  Dans 
la  théorie  des  planètes  et  des  satellites^  il  suffira  de 
prendre  la  somme  des  onze  ou  douze  premiers  termes^ 
et  Ton  pourra  négliger  les  suivans  ;  ou  plus  exacte- 
ment^ comme  ces  termes  approchent  ensuite  de  plus 
en  plus  de  l'égalité ,  on  les  sommera  comme  une  pro* 

gression  géométrique  dont  la  raison  serait  i  — ■  -tj  j 

les  valeurs  de  {a^a')  et  de  {ayci)'  qui  en  résulteront 
seront  exactes  ^  à  la  sixième  décimale  près  ^  ce  qui  est 
plij^  que  suffisant  dans  tous  les  cas.  Lorsqu'on  aura 
déterminé  ainsi  (^,^')  et  {ciyci')' y  on  aura  par  les  for- 
mules (6)  et  (c),  avec  le  même  degré  de  précision, 
les  valeurs  de  A/''^  et  A/*^.  Si  Ton  fait  dans  la  première 

f  =:;*—-  et  î=o,  elle  donnera 
2  ' 

Ac«)  _  o  (Q*  +  a^O.(g>gO-t-3a\(fl,aV) 
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Et  si  Ton  fait  j= ,  i  =  i  dans  la  £Ennnale  (c),  on 

aura 

^    '~  (a'*— a»)^  * 

On  déterminera  ensuite  par  la  formule  (a)  A^^^  en 
fonction  de  A^**^^  et  de  A^'^, ,  quel  que  soit  le  nombre  /, 
et  l'on  en  déduira  B^'^  par  la  formule  {c^.  Si  dans  lés 
expressions  de  B^®^  et  de  B^*^,  trouvées  de  cette  ma- 
nière ,  on  substitue  pour  A^**^,  et  A^'^^  leurs  valeurs  pré- 
cédentes^ on  aura  les  formules  très  simples 

|>(o) ^»(a,a')         w,) —  3. (g,  a')' 

5^.  Voyons  maintenant  comment  se  formeront  les 
différences  successives  des  quantités  AS^^^,  A^*^^,  etc., 
B(o)^  gco^  etc.,  que  nous  venons  de  déterminer,  tant 
par  rapport  à  a  que  par  rapport  à  a'.  Pour  cela  repre- 
nons réquation  générale 

V"'  =  -  •  A'<"^  +  A'^'> .  cos  tp  +  M^^'> .  cos  2p  +  etc. 

Si  on  la  différencie  par  rapport  à  a,  en  observant  que 
-^=  2. (a  — a'). cos  ^,  on  aura 

—2^. (a — o^j.cos^.V  '  "=-.-2 — +  j  ■  »CQsy 
4*     ,     . cos  3^  +  etc.; 

mais  réquation  V  ==:  a''  —  sàa' .  cos  ^  +  a*  donne 

^_,^'. cos  0  =  — —■ ;  on  a  donc  am&i 

Tome  I.  aS 
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v-+(--^-).v~-=-i.-:.^ 

—  -  •  —5 —  .cos  ®  — •  -  .  —j —  •cos  20  —  etc- 

s        da  '  ^        8        da 

OU  biei\,  ea  mettant  pour  V"'  et  V""***  leurs  valeurs 
en  série , 


+  B'CO .  cos  ^  +  B'CO ,  008  2^  +  etc.) 

'      i  â'  rfA'W     a  rfA'CO  -      n    rfA'CO 

=— — .— .— ^^7— — — —  • — y— .co»^"^— —  •  — ï — .cosa^^etc»; 
Qi  8      da        8      da  s       da 

d'où  l'on  tire  généralement  par  la  comparaison  des 
termes  affectés  de  cosinus  semblables 

'.       da  a         '  a'         *   ■ 

ôtt  bien,  en  mettant  pour  B'^*^  sa  valeur  donnée  par  la 
formule  (b) , 

/ 

Si  l'on  différencie  successivement  cette  équation  par 
rapport  à  a  ^  et  que  dans  les  équations  résultantes  on 

substitue  pour  — t —  et  — ^ —  leurs  valeurs  détermi- 
nées par  la  formule  précédente,  à  mesure  que  ces 
quantités  se  présenteront,  les  différences  successives 
de.  A'^*^  se  trouveront  toutes  exprimées  en  fonction  de 
f^fiO^  A'^*"*"^  A'^"*-*^  et  nous  avons  déjà  vu  comment 
on  déterminait  ces  valeurs. 
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SI  dans  la  formule  (D)oasupposef=-,  elle  devient 

da       \  a.(a'* — o*)  /      '        \a*^a'^  J     '         ' 

équation  qui  donne,  en  y  faisant  successivement 
t=oeti=si, 

da     ""a'*— a»'"'         a.(a»— a»)      '    ""  a'   da   * 

</a«     — (a*  — a»)»*^     ^ a  . (<f »  —  a»)«      '    ' 

rf^AO?_    aa'^  — 4tf'a^«       .f.,       aM(a^'--3a')     .  (., 
da'^  a»  .  (a'»  —  a')»       '  a .  (a'»  —  a")»       '     » 

etc. 

On  peut  donner  à  ces  formules  une  forme  plus 
simple  en  substituant  à  la  place  de  A/®^  et  A/*^  leurs 
valeurs  en  B^**^  et  B^'^,  valeurs  qu^on  obtiendra  aisé- 
ment par  les  formules  (i)  et  (2),  en  faisant  dans  ces 

formules  /=o,  5  =  -.  Ou  aura  de  cette  manière 

*^^^=û\BC0-.a.B(O;  a.(^^^a'\  BCO-aa'.  ^(P\ 

etc, 

2$.  • 
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Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé  les  difTérenoes  suc- 
cessives de  A/*^  et  de  B^'^  par  rapport  a  a,  il  sera  fa- 
cile d'en  conclure  les  différences  successives  des  mêmes 
quantités  par  rapport  i  «'•  Pour  cela  on  remarquera 
que  le  coefficient  A^^^  résultant  du  développement 
par  rapport  à  ^  d'une  fonction  homogène  de  a  et  a' 
de  la  dimension  —  i ,  est  lui>-méme  nécessairement 
une  fonction  semblable  en  a  et  af  de  la  même  dimen-' 
sion  ;  par  la  propriété  connue  de  ce  genre  de  fonc-^ 
tion  9n  a  donc 

d'où  l'on  tire  en  différenciant 

etc. 

De  même,  lecoefficientB^*^  résultant  du  développe- 
ment d'une  fonction  homogène  en  a  et  a'  de  la  di- 
mension —  S  f  on  aura 

€t  en  différenciant^ 

..(-')=-3.RW.(f-> 
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etc.  I 

On  aura  ainsi  les  différences  partielles  de  A^^  et 
de  B^^,  par  rapport  à  a[  au  moyen  de  le\ir8'  diffé- 
rences partielles  relatives  à  a. 

On  peut  observer  encore  que  les  valeurs  de  A/^  et 
de  B^^  restant  les  mêmes. lorsqu'on  y  changea  en  a\ 
et  rédprpquement  y  ces  valeurs  et  celles  de  leurs 
différences  successives  serviront  à  la  fois  dans  le  calcul 
des  perturbations  des  deux  corps  m  et  m\  XiOrsque 
la  valeur  de  A/^  sera  connue,  on  aura  celle  de^  A^'^ par 
l'équation  A^'^ss  A^^,^^  i  étant  un  nombre  quelconque 

différent  de  runîté,  et  pwr  Féquation  A^'^îssÀ/^—  ^^ 

i  étant  égal  à  rùnîté. 

55.  On  déterminera  donc  par  ce  qui  précède  les  dif- 
férentes quantités  qui  entrent  dans  le  développement 
de  R  en  série.  Considérons  de  nouveau  l'expression 
générale  de  ce  développement,  tour  cela ,.  reprenons 
la  valeur  de  R  du  n*^  4^  > 

"—  T    .  '  r/.C08(v;-^,H-z/-| 

Lt/r>2r/;.cos(».;-i';+r'+(*'-z)'       (/•  +  »'*)»       J' 

r^  et  r/  étani;  les  rayons  vecteure  de  m  et  m'  projetés 
sur  le  plan  des  x/^  et  v^  et  c /  les  longitudes  de  ces 
rayons  ,  comptées  à  partir  de  l'axe  des  x.  Représen- 
tons par  (r^),.  (f,),  (z),  et  par  (/-/)>_(»'/),  {z')\es  parties 
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des  valeurs  des  variables  r^,  u^^  z,  et  r/,  i^^ ,  z'  qui  dé- 
pendeat  du  mouvement  eUiptique  ou  qui  sont  dues 
à  la  seule  action  du  Soleil ,  et  désignons  en  général 
par  la  caractéristique  J^  placée  devant  une  quantité  la 
variation  finie  de  cette  quantité  due  à  l'action  des 
forces  perturbatrices.  On  aura 

r/^COH-cTr/,  .'/  =  (p/)+cr.''„  a'  =  (2')+<r2'. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  qu'il  faudrait  isubstituer 
à  la  place  de  r^,  (^^,  2,  etc.,  dans  l'expression  de  R  pour 
avoir  la  valeur  exacte  de  cette  fonction;  mais  ti^r^^ 
J^Vjf  J^z  et  J^i^^f  S'u'^y  ^z\  sont  nécessairement  de  très 
petites  quantités  de  l'ordre  des  masses  m%  m^^  etc.  ^ 
puisque  ces  variations  sont  nulles  quand  on  fait  abs- 
traction des  forces  perturbatrices  ;  il  n'en  saurait  donc 
résulter  dans  R  que  des  termes  de  l'ordre  du  carré  des 
masses,  puisque  cette  fonction  est  elle-même  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  ces  masses.  Si  l'on  se  borne 
donc  a  considérer  les  termes  du  développement  de  R 
du  premier  ordre  relativement  aux  masses  perturba- 
trices, ce  qui  suffit  presque  toujours,  il  faudra  subs- 
tituer seulement  dans  cette  fonction  à  la  place  de  r^, 
rj,z,  r/,  u/f  z'  leurs  valeurs  elliptiques.  On  aura  ainsi 

■   r/=(,./),  .;=(o.  ^'=(^0. 

Désignons  par  r  le  rayon  vecteur  de  m  dans  son 
orbite  elliptique;  par  u  la  longitude  de  ce  rayon 
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comptée  dans  le  plan  de  l'orbite  à  partir  de  son  in- 
tersection avec  le  plan  fixe  des  x^jr;  et  par  a  la 
longitude  de  cette  ligne  comptée  sur  ce  dernier  plan 
à  partir  de  l'axe  des  abcisses  xj  en  sorte  que  (r^)  re- 
présente la  projection  du  rayon  vecteur  r,  et  v^r^ct 
la  projection  de  Tangle  v\  nommons  enfin  (p  l'in- 
clinaison de  l'orbite  de  m  sur  le  plan  fixe  ;  nous  au- 
rons par  le  v!*  25^  en  bornant  les  approximatk)â^ 
aux  termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  excéh^ 
tricités  et  aux  inclinaisons  • 

r^  =  (r^)  =  r  •  (i —- .tang'^  .siu^p)     ^ 
9^z=iÇy^  =  p  +  a  — tang*  -fl) .  sin2t^; 

OU  bien ,  en  mettant  à  la  place  de  r  et  t^  leui^  valeiyyr^ 
données  dans  le  n^  24  > 


-  ■•     r  "1 


*'/ 


5 


......  •';■•".') 

— tang* -fl  ,, 8iii2.(i**+0v 

a  étant  lé  4^mî  grand  axe  de  l'orbite  dé  iti^  e  Fexr 
centrîcité,  û)  la  longitude,  de  son  périhélie,  eXhu\r^  la 
longitude  nioyenAe  de /»•  '    r 

O  v    .     -.  ■      .-.  '1',.  I    ^       r  »■  i  tf, 

En  comparant  les  valeurs  précédentes  de  r  et  V  à 
celles  que  nous  leur  avons  supposées  n"!  4^^  ^voir  ^ 


ou  aura 


i  ■ 


?^ 
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uss=-«.ooa(nt+i-m)  ^—e».  [i-cosa(n»+i-«»)  ] — .tang'.^.8m*(nt  + 1) 

2  ^  - 

5  1 

4  2 

Si  ron  désigne  par  a',  e%  r(y  e',  û)',  a'  et  ^'  par  rapport 
à  /7i'  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  a,  e^ 
n^  ^.  a>,  ctetîp  relativement  à  m^  on  trouvera  de  lamême 

2*  2 

4  ^ 

t  «'••'■.'•-^"'■■•-1'  .-.  - 
*             I               ,             «     .                                                                              •  •    .  ,  \ 

Enfin  on  aura  pour  déterminer  s  et  z' , 

« ŒST"^,  tang  ç  .  sîn  (♦'^  —  m)  et  ^=z  jf^,  tang  ^' .  sin  (v/—  •') • 


Telles  sont  par  conséquent  les  valeurs  qu'il  faudra 
:  substituer  ^à.  la  place  de  Uf-i^y  25,  i/,  f/,  z'  dans  le  déve- 
loppement de  R  du  jx**  48 ,  et  Ton  aura  ainsi  la  valeur 
de^te£[)nctionexaGtey  auxquahtités  près  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Si  à  la  place  des  iûdiiniisôùs  (p  et  <p'  des  orbites  de 
m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe  ^  et  des  longitudes  cl  et  ctf 
deîéurs^œuds,  on  veut  introduire  dans  R  les  variables 
p  et  ^  que^  iibus  avôiis  considérées  n^  44  >  ^*  leurs 
analogues  jp'  et  ç',  on  fera  comme  dans  ce  numéro^ 


^  \     c 


/;î=î^tang^  .  kîrtàt,     ^'^'langip    cosat^ 
ou  1  on  tire 


f 
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tang^  =  V)?*  +  ^%     tangrtss^. 


On  aura  de  même 


On  am*a  ensuite 

Comme  la  fonction  R  ne  contient  que  les  carrés  et  les 
produits  de  z  et  z*  et  que  Pf^^p^^tq'f  sont  des 
quantités  de  Tordre  des  inclinaisons  <p  et  (p^  ^  il  suffira 
de  substituer  à  la  place  de  x  et  j* ,  x'  et  jr'  dans  ces 
équations  ^  leurs  valeurs  indépendantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  :  on  a  dans  ce  cas 

a:  =  a  .  cos (»i -f- 6  +  a),  .yz=za  .  sin (wi  +  6+  a) , 
a:'=  âf'  •  cos  {jJt + €'+  a'),  j^'=  d  •  sin  (/*'/  +  i^  cl')  ; 

ce  qui  donne  par  conséquent  ^ 


a 

^9 


=  ^  .  sin  (/îi?  -f-  6  •!-  fit)  — ^/?  .  ço$:(/z<  -H  * +.«)  ^ 


--ji^tf.  sin(/z'i4-6'4-flî;')^--iy .  cos(7z'«+€'4-*0  • 

Si  rpn  substitue  ces  diverses  valeurs  dans  Fexpression 
de  R  du  n*'48  etqu'on  ne  conserve  que  le  premier  terme 
du  développement  9  c'ést-à-dîre  le  terme  indépendant 
des  angles  nt  et  n'tf  on  trouvera  pour  la  valeur  de  la 
quantité  que  nous  avons  désignée  par  F  dans  le  n*  4^^ 


». 
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-ÏA.>+f£..(-^')+i....(^].. 

4C»'-(^Vî---(^')]-'- 

,1      ,/rf'ACO\-|      ,        -  ,       . 


2 
711 


2 
77» 


^•p-(^)+'*"-^''']-^"+^*^' 


Si  dans  cette  expression  on  fait  A<^"»^=:A/''  et 

Af  •>=  A/'>  — ^  et  que  pour  A  W,  A/''  et  leurs  diflfé- 

rences  partielles,  on  substitue  leurs  valeurs  en  B^"'  et 
B^')  données  dans  le  n*  52,  en  remarquant  que 
Ton  a 


2  2 
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La  valeur  précédente  de  F  prend  cette  forme  plus 
simple  y 


F=^ .  A/«)+-^  .fla'.  BCO.  [e»+/»— 0>'— />•)  — (/  — (7*)], 

Enfin  ^  si  dans  cette  expression  on  substitue  pour 
B^*'^  et  B^*^  leurs  valeurs 


s\a     9 


on  aura 


F=^.A.<->-|^;^i^.[^+/--o"-,y-(i,'-,)-)  I 

On  peut  encore  donner  une  autre  forme  à  cette  ex- 
pression y  en  faisant  ^  comme  dans  le  n^  4^  ^ 

^=e.sinû»,  csee.cosâ^y  £'=e'.sinû)'^  c's=:<?^cosû>^ 

On  trouve  alors 

F=^.A«-?^^^^;â'.[A»+c»+i'»+c"-0>'-/,)«-(<?'-î)*]' 
a  2.4.(0*— a')"  ir  X 

£a  substituant  à  la  place  de  la  foaction  F  sa  valeur 
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(n)  dans  les  formules  (  1 1  )  de  l'article  46  ou  sa  va- 
leur (/?)  dans  les  formules  (13),  on  aura  par  la  dîf- 
férentiatîon  de  chacun  de  ses  termes  les  variations 
différentielles  des  élémens  de  Forbite  de  >?2 ,  exactes  aux 
quantités  près  du  second  ordre,  par  rapport  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons,  que  nous  regardons  comme 
de  très  petites  quantités  du  premier  ordre. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  A/*^  ainsi  que  les  fonc- 
tions de  a  et  a'  qui  sont  représentées  par  des  paren- 
thèses dans  la  valeur  de  F,  étant  symétriques  par  rap- 
port à  ces  deux  quantités ,  cette  valeur  ne  varie  pas 
lorsqu'on  y  change  a,  b,  c^  p,q,  en  a',  J',  c\  p' ,  g', 
et  réciproquement,  de  sorte  que  si  l'on  fait  F=:  m'  .F', 
la  fonction  F'  sera  la  même  pour  les  deux  planètes,  et 
pourra  servir  simultanément  pour  le  calcul  de  leurs 
perturbations.  C'est  d^ailleurs  ce  qu'on  peut  conclure 
à  priori  de  l'expression  de  R.  En  effet  on  a 

Il  est  aisé  de  se  convaincre ,  et  nous  prouverons 
dans  le  chapitre  suivant,  que  lorsqu'on  n'a  égard 
qu'aux  termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux 

masses  perturbatrices ,  la  partie  —  ^^fLlEJl^|LZlfl  de 

la  valeur  précédente  ne  produit  dans  le  développe- 
ment de  R  que  des  termes  périodiques ,  en  sorte  que 
la  partie  non  périodique  de  R,  que  nous  avons  dési- 
gnée par  F=/?i'*F',  ne  peut  provenir  que  de  la  partie 
non  périodique  de  la  fonction 

ni  .  [(x'~a:)»-f.(^-'-j)«  +  (2'--2)*r  ^> 


f 


liU  SYSTÈME  DU  MONDE.  365 

d^où  ii  suit  que  F'  est  égal  à  la  partie  non  périodique 

de  la  fonction  [(a:' — ocy^i^iy — ^)*+(2' — ^)*J"* 
développée  en  sinus  et  cosinus  d'angles  croissans 
proportionnellement  au  temps,  et  que  par  conséquent 
sa  valeur  est  la  même  pour  la  planète  m  et  pour  la 
planète  m'. 

54'  Après  cette  digression  indispensable  sur  le  déve- 
loppement de  R  en  série,  reprenons  les  formules 
générales  que  nous  avons  trouvées  dans  le  chapitre 
précédent  pour  déterminer  les  variations  séculaires 
des  élémens  du  mouvement  elliptique,  et  dévelop- 
pons les  conséquences  importantes  qui  en  résultent 
relativement  à  la  stabilité  de  notre  système  planétaire. 
Considérons  un  système  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  corps  m,  m',  /w",  etc.,  réagissant  les  uns 
sur  les  autres.  Nommons  a',  b' ,  c',  p',  q\  é  ^  a',  a', 
<p  par  rapport  ^Tn\a^D^Cyp  ,^  ,e  y  on  ,a  ,^ 
par  rapport  à  m" ,  et  ainsi  de  suite,  ce  que  nous  avons 
nommé  a,  3,  c^  p^  ^,  e,  ai,  cl^  (p  relativement  à  m. 
Substituons  pour  A^^^  sa  valeur  dans  l'expression  {p) 
de  F,  et  faisons  pour  abréger , 

(g^+q'*) ■  {a, aO+3 .aa  . (a,ay _ 3.aa\(a,ay 


L=:2 .  mmf .  /  .  [6»  +  c*  +  i'*  +  c'*  —  (/>'  —/?)*—  {q' — qY  3 

____ .(iJ  +CC  ), 

en  désignant  par  S  la  somme  de  tous  les  termes  sem- 
blables aux  précédens  qu'on  obtiendra  en  combinant 
entre  elles  deux  à  deux  et  de  la  même  manière  les 
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masses  m,m' ,  nf,  etc.,  et  les  quantités  qui  leur  sont 
relatives. 

Si  Ton  substitue  L  à  la  place  de  F  dans  les  for^ 
mules  (il)  et  (12)  du  n^  4^,  on  aura  des  équations 
différentielles  au  moyen  desquelles  on  déterminera 
les  variations  séculaires  des  élémens  b,  c,  p^  q  de 
Torbite  de  m^  causées  par  l'action  des  corps  m% 
nf ,  etc.  ;  et  comme  la  fonction  L  est  symétrique  par 
rapport  à  tous  les  corps  du  système  ^  il  suffira  de 
marquer  successivement  d'un  accent  dans  ces  formules 
les  lettres  m,  b,  c,  p,  q  pour  avoir  les  variations  des 
mêmes  élémens  relatif  aux  orbites  de  m' y  ni'  ^  etc» 
En  négligeant  les  carrés  et  les  puissances  supérieures 
des  excentricités  et  des  inclinaisons^  et  en  se  rappe- 
lant que  a^n*z=z  i ,  a'W*=  i ,  etc. ,  on  obtiendra  de 
cette  manière  le  système  d'équations  différentielles 
suivant  : 

àb  =   -^  .^t  ^dty  de  =  —  —7=-  *  IfT  *^^> 

my  a      de  '  my  a       ^^ 

dp  =  — — =-  .  -T-.  at^  dq  =—  — — -  .  -j-  .  dtj 

^           m\/a        ^                ^                 mVa        ^P  ' 

dV  ==  - — 7=  .  -r;  •  dt.  dd  =  ^— — =  •  -777-  m  dt^ 

^         m'y/d      «7               ^                m'V'd      dp  ' 

db''  = 7=v  .  -j-iT*  dCf  de'  =  — -=i  .  -77-  .  dt . 

4p'' =^-7-7=5  •TTf  •dt,  dg^'zzz^^ v=  .  -j-r  .  dt, 

^        rd'y/d     dq"  ^  ^  Tnry/a"     dp  ^ 

etc. 


'(1 


f 
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La  forme  simple  et  symétrique  de  ces  formules 
fait  connaître  plusieurs  relations  qui  existent  entre  les 
variations  séculaires  des  élémens  d'un  système  de 
planètes  m^  m\  rr! y  etc.  On  tire  d'abord  des  équa- 
tions précédentes 

j^'db+^.dc=o,  ^^dh+^.dc=o,  ^„Jb+^,dc=o, 

etc.^ 

dL  ^^^L  j  dL  •  ,  ,   dL  ,  , dL  -  .     dL  ,  . 

^'dp+^.dq^,  -,.dp+^.dq^,    —,dp  +j-,Jq  =a, 

etc. 

Et  comme  L  est  une  fonction  des  variables  a,  b,  c^ 
p,  (f,  al  y  h' y  etc. ,  indépendante  du  temps,  et  que  d'ail- 
leurs a,  a!  y  et  y  etc.,  sont  constans,  n®  46  >  P^i*  rap- 
port aux  variations  séculaires ,  il  s'ensuit  qu'on  aura 
d\j  =  o,  et  par  conséquent  L :=  constante,  équation 
qui  doit  subsister  quelques  variations  que  les  élémens 

^y  ^9  P>  ^f  ^%  c\  etc.^  subissent  dans  la  suite  des 
siècles. 

Si  l'on  multiplie  les  équation's  (M) ,  la  première  par 

m  \Ja .  5,  la  seconde  par  m  \fa  •  c,  la  cinquième  par 

va!\fâ!  .V  y  la  sixième  par  m  \/d .  c',  et  ainsi  de  suite^ 
qu'on  ajoute  entre  eux  ces  difierens  produits,  on  aura 

m  |/â.  ibdb+cdc)+7r/  ^â!.{b'db'+c'dc')+mr  {/ âF.{b''db''+c''dc'') 
.   dL  dL   ^  ,,     dL       ,    dL  .  ,,  dL      „  dL   , 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  le  second  membre  de 
cette  équation  est  nul  de  lui-même  par  la  nature  de 
la   fonction  L.  Si  l'on  observe  donc  que  les  demi 
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,  grands  axes  a  y  al  ^  a"  etc.^  sont  constans  et  que 
J*^£j*ss-e*,  i'»+^'*=^'*^  etc. ,  l'équation  précé- 
dente donnera  en  l'intégrant 

m  s/a .  e*-f-7»'  v/«' .  e'*4-  irf  \/J .  e^'H-  etc.  s=  const  (e 

C'est-Ànlire  que  la  somme  des  masses  des  différens 
corps  du  système,  multipliées  par  les  racines  carrées 
des  demi  grands  axes  et  par  les  carrés  des  excentri- 
cités de  leur$  orbites^  sera  la  même  dans  tous  les 
temps.  Si  Ton  suppose  donc  cette  somme  très  petite 

à  une  certaine  époque  et  tous  les  radicaux   S/a^ 

\/a!y  etc.,  de  même  signe,  elle  demeurera  toujours 

peu  considérable.  Nous  verrons  bientôt  que  cette 

remarque  assure  relativement  aux  excentricités  des 

orbes  planétaires  la  stabilité  du  système  du  monde. 

Si  Ton  multiplie  les  équations  (M),  la  troisième 

par  m  \/a  .p ,  la  quatrième  par  m  \/a .  y ,  la  septième 

par  ni  \/d  .  /?',  et  ainsi  de  suite,  qu'on  intègre  la 
somme  de  ces  produits  en  observant  que,  par  la  nature 
de  la  fonction  \Lfi  on  a, 

c{L  d\.i  ,  -f   dLt       ,    dL  .    „   dh        „    dL» 

on  trouvera 

D'ailleurs,  en  nommant  (p,  (p',  (p",  etc.,  les  inclinaisons 
des  orbites  de  m ,  /w',  m'\  etc.,  sur  le  plan  fixe  des  a^, 
on  a 

p»+Sr»=tang*ç>,  />'*+S''»  =  tan8y,  /*+/^=tangV,  etc. 
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L'équation  précédente  donnera  donc    . 

m  ï/fl.tang"^  +m'  v/^.tangV +7»"  l/ô^tang V+etc.;=con8t.,      (/) 

équation  d'où  l'on  tirera,  relativement' aux  inclinai- 
sons des  orbites,  des  conséquences  analogues  à  celles 
qu*a  fournies  l'e'quation  (^)  par  rapport  à  leurs  ex- 
centricités. 

Si  Ton  multiplie  les  mêmes  équations,  la  troisième 

par  m^a ,  la  septième  par  n/  \/a^,  et  ainsi  du  reste, 
qu'on  les  ajouté  ensuite;  si  l'on  multiplie  la  quatrième 

par  m  Sja ,  la  huitième  par  m  \/cl ,  et  ainsi  de  suite; 
qu'on  ajoute  les  produits,  et  qu'on  intègre  les  deux 
sommes  résultantes,  en  observant  que  par  la  nature 
de  la  fonction  L ,  on  a 

^   ,  û?L    ,  \d\j    ^  ■  dL  ,  dh   ,    dL    ^     ^     > 

on  aura  les  deux  nouvelles  intégrales  suivantes  : 

m  {/a  .p  +  m  ^  a'  ./>'+ 1»"  V^a"  .p"  "{JlfCtc.  =  con^t^l  ,jk 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (M)  par 

m  \/a .  c ,  la  seconde  par  —  m  \Ja .  i ,  la  troisième  par 

m  \/a.qj  la  quatrième  par — m  s/a.p^  la  cinquième  par 

vni  sjal  .d  ^  et  ainsi  de  suite,  et  qu'on  ajoute  entre  eux 
les  produits  résultans ,  on  aura 

ToHE  I.  :24 
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ssb—-t'0  —  A-e'  —4-0'  —4-b'  —  -A-e'    — +  etc; 

dL        dL       ,dL,dL.    „  </L       ,  rfL  j^ 
+P'd^+'i--^+P'^'+9-d^'-^Pdf''-^^-d^''^''^'^ 

Or  y  la  quantité  que  représente  L  étant  une  fonction 
homogène  du  second  ordre ,  par  rapport  aux  va- 
riables b,i:,  p,  q ,  b',  c',  etc. ,  on  a,  par  la  propriété 
de  ces  sortes  de  fonctions , 

'''dè^^'dc^'''dP^'^'dP^^^*^' 

On  a  d'ailleurs ^  d'après  les  valeurs  àe  b,  c,  p,  q,  b\ 
c',  etc. , 

cdb  ^bdc  =t  é'ddù ,  (^db'  —  Vdd  =  ef^dt»' , 
c^dJ*—  A'^*  =  e''-dcé\  etc. , 
y^/;— ;?dy=:tang»  ^  .d«,  q'dp'-^p'dq':=dtàsx^  ^'  .do! , 
^V;?''— ./4p''===tang*(p'.rfa^  etc. 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

yy^K  a«--7~  +  TO  V^tf  >  ■  *.     J{-m'ya»—^ —  if- etc. 
I-  wy/a .  — ^L l-mV«  • — ^ f-^  K  û5\ — ^ l-etc.=2L,^ 
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et  comme  la  fonction  L  est  constante ,  on  peut ,  dans 
le  second  membre  de  cette  équation^  substituer  sa 
valeur  à  un  instant  quelconque.  D^ailleurs ,  comme 
ks  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  încli-* 
naisons^  tant  qu'on  ne  considère  que  les  termes  du 
premier  ordre  par  rapport  à  ces  quantités^  sont  don- 
nées par  des  formules  absolument  indépendantes 
entre  elles,  on  peut  supposer  les  orbites  de  m,  m% 
m",  etc.^  dans  le  même  plan  ^  lorsque  l'on  ne  consi- 
dère que  les  variations  des  excentricités^  ou  les  sup- 
poser circulaires ,  lorsqu'on  considère  celles  des  in- 
clinaisons. En  faisant  donc  tour  à  tour  ^s=o ,  (p'=o^ 
(p"=:o,  etc. ,  et  e==o,  e'=o,  c"s=:o,  etc.-,  dans  l'é- 
quation précédente,  on  aura  séparément, 

Y  a .  -j7+      K  «  •  -T—. +/W  K  a  •  --^-= — h etc.=const.,  -     j 

*       dt '"     ^        '    d ^      ^      — dt f-^t<î-=<»n«tl 

ri 

T    ^  ...  /    dm      dm        ^  dct      det 

Les  quantités^ ,  ^,  etc.,  ^^  ^,  etc.,  expri- 
ment les  vitesses  angulaires  des  mouvemens  des  pé- 
rihélies et  des  nœuds  des  différentes  orbites;  les 
équations  précédentes  donnent  par  conséquent  une 
relation  qui  doit  toujours  exister  entre  ces  vitesses,  et 
montrent  qu'elles  ne  pourront  pas  croître  indéfini- 
ment ,  si  on  les  suppose  toutes  de  même  signe ,  ainsi 

que  les  radicaux  v/a,  \^a' ,  etc. 

Les  diverses  équations  auxquelles  nous  venons  de 
parvenir  expriment  des  relations  qui  doivent  tou- 

a4** 
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jours  subsister  entre  les  élémens  des  orbites  de  m , 
m\  etc. ,  regardées  comme  des  ellipses  variables  à 
raison  de  Faction  mutuelle  de  ces  corps ,  quels  que 
soient  les  changemens  que  ces  élëmens  éprouvent 
dans  la  suite  des  temps ,  du  moins  tant  qu'on  n'aura 
égardy  dans  la  détermination  de  leurs  valeurs^  qu  a  la 
première  puissance  des  excentricités,  des  inclinaisons 
et  des  forces  perturbatrices.  Eljes  fournissent  par 
conséquent  autant  d'équations  de  condition ,  au 
moyen  desquelles  on  pourra  vérifier  ces  valeurs  lors- 
qu'on les  aura  déterminées. 

55.  Considérons  en  particulier  les  mouvemens  des 
orbites  de  deux  planètes  m  et  m' que  nous  supposerons 
assez  éloignées  des  autres  corps  du  système,  pour 
qu'ils  n'aient  sur  elles  aucune  influence ,  en  sorte  que 
ces  deux  planètes  forment  entre  elles,  avec  le  Soleil , 
une  sorte  de  système  particulier.  Nous  verrons  dans 
la  suite  que  ce  cas  est,  à  très  peu  près,  celui  de  Jupiter 
et  de  Saturne. 

Si  l'on  prend  pour  plan  fixe ,  le  plan  de  l'orbite 
de  m  à  une  époque  quelconque,  qu'on  nomme  y  Yia-^ 
clinaison  mutuelle  des  deux  orbites ,  que  nous  sup- 
poserons toujours  très  petite ,  on  aura  (p  s=o  et  (p'  =  y; 
d'ailleurs,  d'après  la  remarque  que  nous  avons  faite 
dans  le  n*  précédent ,  si  Ton  ne  considère  que  les  varia- 
tions des  inclinaisons,  on  peut  supposer  nulles  les 
excentricités  dans  la  valeur  de  la  fonction  L ,  qui  de- 
vient simplement  alors 

L^^  L (^^^^5 +24.(a-'^af'<>  +* 
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La  fonction  L'  doit  demeurer  constante  ,^  quelques  va- 
riations que  subissent  les  quantités/?'  et  ^';  on  a  d'ail- 
leurs /?'*•+•  y'*  =  tang*  y\  L'équation  précédente  don- 
nera donc 

tang  (p'  =s  tang  y  s=  CQnstante , 

c^est-à-diite  que^  dans  ce  cas^  Finclinaison  mutuelle 
des  deux  lorbites  est  toujours  la  même. 

Détemiinbns  le  mouvement  des  nœuds  de  Torbite 
de  m!  sur  Forbite  de  m.  Si  dans  la  formule  (5)  du 

n*  42  on  remplaVre  R  par  —7.  V,  on  aura 

En  substituant  dans  cette  expression^  à  la  place  de 
h'  sa  valeur  précédente^  et  en  négligeant  les  termes 
du  second  ordre  ^  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons ,  on  trouve 

Ti  ~4.l/Â^(a•  — o*)*^ 

c'est  l'expression  de  la  vitesse  angulaire  du  mouve- 
ment du  nœud  de  Torbite  de  m'  sur  le  plan  de  l'or- 
bite de  m.  On  voit  que  cette  vitesse  est  constante. 
Le  mouvemjent  de  l'intersection  de  deux  orbites  pen- 
dant le  temps  t ,  en  vertu  de  l'action  mutuelle;  de 

m  et  de  m ,  sera  donc  - — y^- — 7-^ — — .  t  sur  le  plan 

de  Forbite  de  /w  :  le  mouvement  de  cette  intersec- 
tion  pendant  le  même  intervalle  sur  le  plan  de  For- 
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bite  de  m'  sera     ^  '^  -(^>g  j^  .  f ,  et  leur  inclinai- 

son  mutuelle  pendant  ce  temps  ne  variera  pas. 

Concevons  un  plan  fixe  intermédiaire  entre  ceux 
des  deux  orbites^  et  passant  par  leur  commune  inter- 
section. Soit  ^  FinclinaisOB  de  l'orbite  de  m^  et  ^' 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  w!  sur  ce  plan,  en  sorte 
qu'on  ait  ^'  -f-  ^  =  >"•  Le  n[K>uvement  des  nœuds  de 
chacune  des  deux  orbites  sur  le  plan  fixe  sera  déter- 
mine par  les  équations 


det  I  cTL 


di         m  .  \/a,  (i  _  g»  )  '  sin  (p  .  cf(p  ' 

dA  . I dh 

*  ~  ni.  \/a\ii—e'^'  *  siiKp'.tiSp^ 

L  ayant  la  même  signification  que  dans  le  n^  54* 

Si  Ton  n'a  égard  qu'a  Faction  mutueUe  de  deux 
planètes  m  et  n{^  et  qu'on  substitue  potur  Pf^fP^  ^' 
leurs  valeurs  n""  55^  dans  la  fonction  L^  on  aura  ^ 
aux  quantités  près  du  second  ordre  en  ^  et  tp'^ 

dL    ^    âL 

d(p  ^  d(^  ^  ^^' 

à^où.  Ton  voit  d'abord  que  les  tnouvemens  instetitâ^ 
nés  ll^  et  da'  des  nœuds  des  det'si  orbites  ^ur  te  plan 
fixe 9  se  font  en  sens  contraire^  te  cfui  résdf e  -en 
effet  de  ce  que^  par  là  ôonstraetion^  le  fideud  asceii- 
dant<de>rime  d'elles  coïncide  ^ec  le  nœud  descen^- 
dant  de  l'autre ,  et  réciproquement.  On  voit  dé  plus 
que  si  l'on  fait 

1 

/^.  V/a.(ï  —  è*)  «sin 4)  =ç=  m!*\/a!J^i  —  e'^).  ski  ^% 
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on  aura ,  pour  un  instant  quelconque ,  doL^^^^  dct' , 
c'est-à-dire  que^  dans  ce  cas ,  l'intersection  commune 
des  deux  orbites  restera  toujours  sur  le  plan  que  nous 
venons  de  considérer^  pourvu  qu'il  partage  l'angle 
y  de  manière  à  ce  que  les  angles  (p  et  (p'  satisfassent 
à  Féquation  précédente. 

Cette  équation  combinée  arrec  la  suivante  qui  n'est 
qu'une  extension  de  l'équation  (Z)  du  n°  54,  et  que 
nous  démontrerons  dans  la  suite , 


m.  \/a.{i — e»).sin*^+/?i'.  V^.{i — e'*).sin*^'=c% 
donne 

* 

m.  V/a.(i— «ÔT'^-  V^«*(i— «*)+m'. l/a'.(i— «^*)J 


sm 

Ces  valeurs  montt^nt  que  lès  deux  angles  ^  et  (ff 
sont  constans  ;  lea  indinaisons  des  orHtes  de  /ri  et  de 
ni  sur  le  plan  fixe  sont  donc  invariables  ^  ainsi  que 
leurs  inclinaisons  mutuelles;  ces  trois  plans  auront 
toujours  une  intersection  commune^  .et le  mpuveinent 
de  cette  intei^ection  sera  uniforme.  Nqi^s  venons 
dans  la  suite  que  le  plan  qui  jouît  de  cette  propriété 
remarquable  y  est  Celui  du  maxmuan  des  airèd'^  que 
nous  avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n"*  25 
du  premier  livr^. 

56.  Il  qous  reste  à  cpnsidérey  la  variation  de  la  lon- 
gitude €  de  l'époque.  La  troisième  des  formules  (ii)  du 
n"*  46  qui  la  détermine^  peut  être  mise  sous  cette  forme  : 
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Si  dans  cette  formule  on  substitue  à  la  place  de-F  la 
fonction — .L  du  n*  54,  pour  avoir  des  formules 
syinétriques  pour  toutes  les  planètes ,  on  aura  ^ 

^=  (i— \/i— ^e").^â> .-j-.dL 

• 
Désignons  par  e',  e",  etc. ,  ce  que  devient  g  relative- 
ment aux  planètes  m\  m',  etc. ,  nous  aurons ,  pour 
déterminer  les  variations  dê%  dé",  etc. ,  des  formules 
analogues  à  la  précédente ,  en  marquant  successive- 
ment d'un  accent  dans  celles-ci^  les  lettres  m,n,  a, 
e,  (à.  Cela  posé,  si  l'on  multiplie  ces  différentes  for- 
mules, la  première  par  m  y/a,  la  seconde  par  w!\/c! 
et  ainsi  de  suite;  qu'on  les  ajoute  en  observanft  qu'on 

a  généralement  a  s/a.n  =  i ,  on  trouvera 

m\^a  .dt  +  m')/^  .dt'+m" l/7  .  c?i^4.  etc. 
=zm\/a .  (i  —  v/i  — é5*)  .  dm 

/    ctti  .     ,dL,     „dL    ,         \    , 

L  étant  une  fonction  homogène  en  a,  d,  ci*,  etc.,  de 
la  dimension  —  i  ;  on  a,  par  la  propriété'^de  ces 
fonctions. 
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% 

Nous  avons  vu,  n*  54,  queb  fonction  L  est  cons- 
tante par  rapport  aux  variatloiis  séculaires  des  ëlé- 
mens  de  m  y  m',  etc.;  d'ailleurs'^  si  l'on  néglige  les 
puissances  des  excentricités  supérieures  à  la  deuxièpoie, 
on  a ,  numéro  cité  , 


C  étant  une  constante  invariable.  > 

On  aura  donc  enfin, 

^   dt  .—  ^/  . jg" 

m  \a  •  ^  +  ^'  V ^'  •  -y-  +'»"  V^" •  -^ — H  etc.  =const.,   {s) 

relation  semblable  à  celle  qui  existe  entre  les  longi- 
tudes des  périhélies  et  des  nœuds ,  et  dont  on  peut 
tirer  des  conséquences  analogues. 

Si  l'on  ne  veut  considérer  dans  le  premier  membre 

■   ■        '  dt. 

de  l'équation   précédente,  que  les  tërâ)jes;^de  -g, 

-J'y  etc.,  qui  sont  proportionnels  au   temps,    on 

pourra  faire  abstraction  de  la  constante  du  second 
membre.  Oà  ^aura  donc  entr^ces  termes  l'équation 

-       *  •  • 

m  s/â.iie+w»' Va'. ie' -+-;*'' Vâ^.Éfe"+ etc. =0,   (0 
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d!où  il  suit  qne  la  somme  des  termes  des  longitudes 
€ ,  ^y  d'y  etc.  y  proportionnels  au  carré  et  aux  puis- 
sances supérieures  du  temps ,  multipliées  respective- 
ment par  m\/ii,  m'  \/a'y  ni'  s/cP ,  etc.,  est  constante. 
On  retrouve  donc  entre  ces  parties  des  variatians  sé- 
culaires dès  la  longitude  de  l'époque ,  les  mêmes  re- 
lations qu'on  remarque  entre  celles  cbs  carrés  des  in- 
clinaisons, et  en  général,  entre  les  inégalités  dont  les 
périodes  sont  très  longues. 

57.  Nous  ayons  fait  voir  que  la  fonction  L,  et  par 
conséquent  la  fonction  F  du  n^  4^ ,  ne  varient  pas 
lorsqu'on  y  fait  varier  les  élémens  a,  b,  c,p,  q  de 
la  planète  troublée  et  des  planètes  pertiu'batrices ,  en 
vertu  de  leursrinégalités  séculaires;  c'est-à-dire  qu'on 
aura  toujours 

Nous  n'avons  démontré  cette  proposition  qu'en 
portant  l'approximation  jusqu'aux  termes  de  l'ordre 
du  carré  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons; mais  il  est  facile  de  l'étendre  à  toutes  les 
puissances  de  ces  élémens.  En  effet,  si  Ton  substitue  à 
la  place  de  da,  db,  etc.,  da',  dU y  etc. ,  leurs  valeurs 
déterminées  par  les  formules  (i  i)  du  n**  46,  l'équation 
précédente  se  vérifiera  d'elle-même;  d'où  l'on  peut 
conclure  que  la  fonction  F  est  rigoureusement  cons- 
tante pat  rapport  aux  variations  séculaires  de  la  pla- 
nète troublée  et  des  jdanètes  perturbatrices. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  examinerons  en 
particulier  les  inégalités  séculaires  de  chacun  dès  élé- 
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mens  des  orbites  planétaires;  nous  développerons  les 
formules  différentielles  de  leurs  variations^  et  nous  les 
intégrerons  ei^suite  ;  et  comme  la  forme  des  intégrales 
a  la  plus  grande  influence  sur  la  constitution  et  sur 
la  stabilité  du  système  solaire  y  nous  donnerons  à  cet 
exanaen  toute  l'étendue  et  tous  les  developpemeiis 
que  son  importance  exige. 
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CHAPITRE  VIII. 

IMÉGAUTÉS     SÉGD^LAIRES     DES     ÉLEMENS     BES     ORBITES 

PLANÉTAIRES. 


PQ 


J^ariations  séculaires  des  grands  axes  et  des  mojens 

mouvemens* 

58.  Le  grand  axe  est ,  de  tous  les  ëlëmens  des  orbites 
planétaires  ^  celui  dont  les  variations  séculaires  sont 
les  plus  importantes^  parce  que  non-seulement  il 
influe  de  la  manière  la  plus  directe  sur  la  forme  de 
l'orbite,  mais  encore,  parce  qu'il  détermine  le  moyen 
mouvement,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  ce  qui 
dans  l'orbite  troublée  répond  au  moyen  mouvement 
dans  l'orbite  elliptique;  d'où  il  résulte  que  la  moindre 
altération  dans  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète 
en  produit  une  nouvelle,  beaucoup  plus  sensible  en- 
core ,  dans  la  durée  de  sa  révolution. 

En  efièt ,  si  l'on  fait  n  =  û"»  ,  et  que  l'on  désigne 
par  Ç"  le  moyen  mouvement  de  /ti,  on  a  dans  l'orbite 
elliptique  dl^  =  ndt.  Or ,  nous  avons  vu  qu'on  pou- 
vait dans  le  mouvement  troublé,  supposer  que  pen- 
dant chaque  instant  infiniment  petit  dt  la  planète  m 
se  meut  dans  un  orbe  elliptique;  Téquation  précé- 
dente aura  donc  encore  lieu  dans  ce  cas,  seulement 
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la  quantité  n  ne  sera  plus  constante,  et  ce  mouve-^ 
ment ,  par  conséquent^  ne  sera  plus  uniforme.  Nous 
continuerons  cependant ,  par  analogie  y  à  appeler  Ç  ou 
l'intégrale  fndt  le  moyen  mouvement  de  la  planète 
troublée^  parce  qu'il  correspond^  dans  les  formules  du 
mouvement  troublé^  au  moyen  mouvement  nt  dans  les 
formules  du  mouvement  elliptique.  On  aura,  n**  4^, 
pour  déterminer  Ç  dans  l'orbite  variable,  la  formule 

l^=:—5.f/andt.d'K,  (i) 

et  la  valeur  du  grand  axe  sera  donnée  pat*  l'équation 

a=:2.fa\drK.  (a) 

On  voit  donc  que  si  la  différentielle  ^'R  renferme  un 
terme  proportionnel  à  l'élément  du  temps ,  ou ,  ce  qui 

revient  au  même,  si  — i-  renferme  un  terme  constant^ 

il  en  résultera  dans  l'expression  du  grand  axe,  un 
terme  croissant  comme  le  temps  et  de  la  forme  kt^ 
k  étant  une  fonction  des  élémens  des  orbites  de  m 
et  de  ml;  et  dans  l'expression  du  moyen  mouvement, 
un  terme  de  la  forme  kt^y  qui ,  croissant  comme  le 
carré  du  teiAips,  deviendra  à  la  longue  extrêmement 
sensible.  Ainsi,  au  bout  de  quelques  siècles,  la  forme 
des  orbites  et  la  durée  des  révolutions  des  planètes 
pourront  se  trouver  sensiblement  altérées.  Si  au  con- 
traire la  différentielle  ^'R  n'est  composée  que  de 
termes  périodiques,  c'est-à-dire  qui  ne  contiennent 
pas  le  temps  t  hors  des  signes  sinus  et  cosinus ,  les 
valeurs  de  a  et  ^  ne  contiendront  que  des  termes 
semblables  :  les  grands  axes  des  orbites  et  les  moyens 
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mouvemens  ne  seront  soumis  par  conséquent  à  au<^ 
cune  inégalité  séculaire^  on  susceptible  de  croître 
indéfiniment  avec  le  temps  ^  ils  ne  seront  assujettis 
qu'à  des  inégalités  périodiques  dont  on  pourra  tou- 
jours assigner  les  limites  ^  et  qui^  dépendant  unique- 
ment de  la  configuration  des  difierens  corps  du 
système,  reprendront  les  m^es  râleurs  toutes  les 
fois  que  ces  corps  reviendront  aux  mêmes  positioiB. 

Il  est  donc  extrêmement  important  d'examiner 
avec  soin  la  forme  de  la  difierentielle  rf'R.  Nous  avons 
déjà  vu^  n"^  ^6,  que  cette  différentielle  ne  pouvait 
contenir  que  des  termes  périodiques ,  lorsqu'on  n'a- 
vait égard  qu'à  la  première  puissance  des  forces  per- 
turbatrices f  quelque  loin  d'ailleurs  que  l'on  porte  les 
approximations  par  rapport  aux  puissances  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  des  orbites.  Mais^  pour 
ne  laisser  aucun  doute  sur  ce  point,  l'un  des  plus  înté- 
ressans  du  système  du  monde,  nous  allons  reprendre 
ici  cette  démonstration ,  et  nous  retendrons  ensuite 
au  cas  où  Ton  considère  les  carrés  et  les  produits  des 
forces  perturbatrices. 

59.  Reprenons  la  formule  du  n'*4Sy 

da  ^=i  2a^  .ctK. 

La  caractéristique  d!  ne  se  rapporte  ici  qu'aux 
coordonnées  de  la  planète  troublée,  en  sorte  que  si 
l'on  regarde  R  comme  une  fonction  des  coordonnées 

^fjf  ^9  x^j'y  ^9  ^*c.,  de  la  planète  troublée  et  des 
planètes  perturbatrices,  on  a 
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Par  conséquent^  si  l'on  remplace  les  coordonnées 
Xy  j^ZyX%  f  y  z',  etc. ,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
du  temps  ^  il  faudra  pour  avoir  la  différentielle  d'R^ 
faire  varier  le  temps  qui  aura  été  introduit  dans  R  par 
la  substituti(m  des  valeurs  des  coordonnées  de  m  ^  et 
regarder  comme  constant  celui  qui  provient  des 
coordonnées  de  nif  m%  etc.  y  c'est-à-dire  qu'on  aura 

rfH  =  -r- .  ndt ,  le  temps  t  ne  devant  varier  dans  R 

qu'autant  qu'il  est  multiplié  par  la  constante  n. 

Cela  posé  y  ne  considérons^  pow  plus  de  simplicité^ 
que  l'action  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  ni!  \  ce 
que  nous  allons  dire  pouvant  d'ailleurs  s'étendre^ 
comme  on  le  verra  ^  à  un  nombre  quelconque  de  pla- 
nètes perturbatrices.  Si  dans  une  première  approxi- 
mation on  néglige  les  puissances  des  masses  perturba- 
trices supérieures  à  la  première^  il  suffira  de  substituer 
dans  R^  à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  ni  y 
leurs  valeurs  relatives  au  mouvement  elliptique.  Nous 
avons  vu  que  la  fonction  R  peut  toujours  se  réduire 
alors  en  une  suite  infinie  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles  croissant  proportionnellement  au  temps  y  de 
sorte  que  chacun  des  termes  de  ce  développement 
sera  de  cette  forme 

in\  A  .  cos  {Srét  —  int  -f»  A), 

ni  et  rit  représentant  les  nfioyens  mouvemens  de  la 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice^  i  et  ï 
des  nombres  entiers  qui  peuvent  prendre  toutes  les 
valeurs  positives  et  négatives  y  compris  zéro;  enfin ^ 
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A  et  A:^  des  fonctions  des  élémens  des  èî^bîtes  <le  m  et 
m'  indépendantes  du  temps  t. 

Pour  avoir  la  différentielle  de  ce  terme  ^  par  rap- 
port aux  coordonnées  de  m  ^  sans  faire  varier  c^jk&& 
de  m'f  il  faut  différencier ,  par  rapport  au  m^îj^èn 
inouvement  ntf  et  regarder  le  moyen  mouvement 
n't  comme  constant.  Cette  différentiation  fera  dispa- 
raître le  terme  constant  du  développement  de  R  qui 
répond  à  i^=o^  i  =  o  ^  et  l'on  aura^  relativement  au 
terme  qui  précède , 

d!K  =  m! .  kin  dt .  sin  {i'n't  —  int  +  A:). 

Le  terme  correspondant  de  da  sera  donc 

da  s=  nm' .  Aina^dt .  sin  (^i'n't  —  int  +  A")  , 

etenintégrant,  onaura 

da  = 7-7 : —  •  cos  (inft —  mt-^-  k) . 

La  différentielle  da  ne  peut  contenir  aucun  terme 
constant^  à  moins  que  Ton  n'ait  iV— -  m  =  o,  condi- 
tion qui  suppose  les  moyens  mouvemens  des  planètes 
m  et  m' commcnsurables  entre  eux ,  ce  qui  n'a  jamais 
lieu  dans  notre  système  planétaire.  Le  grand  axe ,  et 
par  conséquent  le  moyen  mouvement^  ne  contien- 
dront donc  aucun  terme  croissant^  comme  le  temps^ 
et  ils  ne  seront  assujettis  qu'à  des  variations  pério- 
diques dépendant  des  moyens  mouvemens  nt  et  n't^ 
et  de  leurs  multiples^  du  moins  tant  qu'on  n'aura 
égard  qu'à  la  première  puissance  des  masses  pertur- 
batrices. 
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Si  le  rapport  des  moyens  mouvemens  nt  et  nU,  sans 
être  exactement  commensurable,  approchait  beaucoup 
de  celui  de  i  à  /',  la  quantité  tV— -  in  deviendrait 
très  petite ,  et  le  terme  précédent  de  la  valeur  de  J^a , 
et  à  plus  forte  raison  celui  qui  lui  correspond  dans 
Texpression  du  moyen  mouvement ,  et  qui  a  le  carré 
(/'«'  —  m)*  pour  diviseur,  deviendraient  très  considé- 
rables* Il  en  résulterait,  dans  l'expression  de  la  longi- 
tude moyenne  de  la  planète  m,  une  inégalité  qui, 
croissant  avec  une  grande  lenteur,  pourrait  faire  pen- 
ser, lorsqu'on  comparera  les  anciennes  observations 
aux  modernes ,  que  son  moyen  mouvement  n'est  pas 
uniforme,  et  qu'il  est  affecté  d'une' inégalité  à  longue 
période  du  genre  de  celles  que  l'on  nomme  inégaU-^ 
tés  séculaires.  C'est  ce  qui  est  arrivé  pour  Jupiter  et 
Saturne.  Cinq  fois  le  moyen  mouvement  de  Saturne  est 
à  fort  peu  près  égal  à  deux  fois  le  moyen  mouvement 
de  Jupiter,  en  sorte  que  la  quantité  5n' — 3»  n'est 
pas  la  soixante-quatorzième  partie  de  «;  et  cette  cir- 
constance singulière  produit  les  grandes  irrégularités 
obseiTées  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes , 
et  qu'on  avait  regardées  long-temps  comme  inexpli- 
cables par  la  loi  de  la  pesanteur  universelle. 

60.  Voyons  si  le  résultat  précédent  subsiste  encore, 
lorsqu'on  considère  les  carrés  et  les  produits  des  masses 
m  et  m'.  C'est  une  question  importante  à  examiner, 
parce  que  si  la  seconde  puissance  des  forces  perturba- 
trices introduisait  des  termes  non  périodiques  dans 
l'expression  différentielle  du  grand  axe ,  ces  termes , 
quoique  multipliés  par  le  carré  des  masses,  en  acqué- 
rant par  la  double  intégration  qu'ils  subissent  dans 

Tome  I.  ^5 
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lexpresslon  du  mouvement  moyen j  de  très  petits^ 
diviseurs  du  même  ordre  ^  deviendraient^  après  Tin- 
tëgration,  indépendans  des  masses ,  et  produiraient 
des  inégalités  séculaires  semblables  à  celles  des  autres 
élémens  de  l'orbite,  qui  dépendent  de  la  première 
puissance  des  masses  et  qui  sont  données  par  une 
seule  intégration.  On  sait  d  ailleurs  qu'une  iaégalilé 
de  cette  espèce ,  si  elle  existe  y  serait  du  second  ordre 
par  rapport  aux  excentricités  j  elle  deviendrait  com- 
parable par  conséquent  à  l'inégalité  du  mouvement 
elliptique^  dont  l'argument  est  le  double  de  l'anomalie 
moyenne ,  c'est-à-dire  au  second  tern>e  de  l'équation 
du  centre.  Il  est  donc  essentiel  de  s'assurer  que  le  carré 
de  la  force  perturbatrice  ne  produit  que  des  termes 
périodiques  dans  l'expression  du  moyen  mouvement  ^ 
ou  que  si  elle  y  introduit  quelque  inégalité  séculaire, 
son  coefficient^  qui  est  une  très  petite  quantité  du 
second  ordi'e  dans  la  valeur  diflférentielle  de  cet  élé- 
ment, restera  encore  insensible  après  l'intégration. 

Les  tennes  du  second  ordre,  par  rapport  aux 
masses ,  sont  introduits  dans  R  par  les  variations  de& 
démens  elliptiques  de  la  planète  troublée  et  de  la 
planète  perturbatrice.  Si  l'on  substitue  donc  dans  R 
a  +  ^ay  e  +  <ye,etc.,  ci-^-^aly  e'+cTe',  etc.,  à  la 
place  de  a,  e ,  etc. ,  d  y  e\  etc. ,  la  caractéristique  i'^ 
désignant  ici  des  variations  dépendant  seulement  de 
"la  première  puissance  des  masses  /»  et  m',  qu^on  dé- 
veloppe ensuite  la  fonction  résultante  que  nous  dé- 
signerons par  R^ ,  en  se  bornant  aux  termes  de  Tordre 
du  carré  des  masses ,  on  aura 

R^  =  R  +  cTR  +  cT'R.  {a) 
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En  supposant  pour  abréger 

réquatioa  (a)  donnera^  en  la  différenciant  par  rap- 
port à  d'j 

i'R,  =  rf?R  +  ^ .  cTR  +  rf' .  cT'R.         (A) 

On  doit  remarquer  ici  que,  pour  avoir  la  différen- 
tielle d! .  cTR ,  il  faudra ,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  précédemment ,  faire  varier  dans  cTR  le  temps 
introduit  par  la  substitution  des  valent^  des  coordon- 
nées de  m  et  des  variations  cTa,  cTe,  etc.,  et  regar- 
der comme  constant  celui  qui  provient  des  coordon- 
nées de  nil  ;  de  même  pour  avoir  d' .  cPR ,  il  faudra 
faire  varier  dans  ^T'R  le  temps  introduit  par  les  coor- 
données a:,/,  z,  et  regarder  comme  constant  celui 
qui  résulte  des  coordonnées  od ^y'y  z\  et  des  varia- 
tions J^V,  cT'e',  etc.,  des  élémens  de  l'orbite  de  m!. 

Examinons  successivement  les  trois  termes  de  la 
valeur  de  rf'R^ ,  pour  nous  assurer  qu'aucun  d'eux  ne 
peut  contenir  de  partie  non  périodique.  Le  terme 
^'R  est  celui  que  nous  avons  considéré  dans  la  pre- 
mière approximation;  nous  avons  prouvé  qu'il  ne 
renferme  aucun  terme  de  cette  espèce  ;  passons  donc 
de  suite  au  second.  Si  dans  l'expression  de  J^R  on 
remplace  les  variations  «T^,  cTe,  par  leurs  valeurs  ré- 
sultant de  l'intégration  des  formules  différentielles  du 
n^  4^ ,  on  aura 
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+ 


a.y 


1— ^*    \dpj  dq  dq  J  dp         J 


V 

Il  faut  observer  que  la  différence  partielle  T^) 

doit  être  prise  ici  sans  faire  varier  n^  conforménient  à 
la  remarque  faîte  n**  6^. 

Pour  avoir  la  valeur  de  d!  .S^y  il  faut  diflerencîer 
complètement  Texpression  de  JH  relativement  aux 
variations  des  élémens  de  m^  ou^  ce  qui  revient  an 
même ,  supprimer  les  signes/  qui  n'ont  été  introduits 
que  par  l'intégration  des  valeurs  différentielles  de  ces 
élémens  ^  et  alors  cette  expression  est  identiquement 
nielle.  Il  suffira  donc^  pour  avoir  J'.cTR,  de  difle^ 
rencier  dans  cTR^  par  rapporta  ni^  les  quantités  hors 
du  signe  /.  Mais  si  Ton  substitue  dans  JTR  à  la  place 
deB  sa  valeur  développée  en  sinus  et  cosinus  d'angle» 
multiples,  des  moyens'  mouvemens  ni  et  v^t^  les 
différens  termes  de  cette  fonction  pourront  prendre 
cette  forme  V  .f^.dt — Q.fJf.dt,  en  représentant 
par  P  et  Q  une  suite  de  termes  de  la  forme 

A.  .^'  (i'nt  —  int  +  k)y 

i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quelconques^  positifs 
ou  négatifs* 
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Pour  avoir  dans 

des  termes  où  les  moyens  mouyemens  nt,  rit  produit' 
sent  en  se  détraisant  des  termes  non  périodiques  y  il 
faut  combiner  ensemble  les  termes  de  P  et  Q  qui  àé^ 
pendent  des  mêmes  multiples  de  ni  et  de  rit.  Soit 
donc  A.cos  {inlt  —  int  -f-  U)  un  terme  quelconque  de 
P,  et  soit  A'.cos(/'/ï'f — m/+A:)  le  terme  de  Q  qui  a 
le  même  argument^  on  aura^  relativement  à  ces 
termes, 

—  A' .  indt.  8in(  iV/— !»/+  h) .  fkdt.  co8[i  nt'~^  int -^Jb)  ; 

expression  qui  se  réduit  à  zéro  lorsqu'on  effectue  les 
intégrations  indiquées.  Concluons  donc  que  les  va- 
riations des  élémens  de  la  planète  troublée  m  ne 
produisent  dans  dfK,  aucun  terme  non  périodique. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  différens  termes  de 
l'expression  de  d\^^  résultant  des  variaftîons  des 
élémens  de  /»'  j  il  n'est  plus  possible  d'employer  ici 
la  réduction  précédente,  parce  que  la  fonction  R 
n'étant  pas  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées 
XfYy  z,  x'y  y  y  z',  cette  fonction  changera  de  valeur 
relativement  aux  pertubations  de  la  planète  m\  Soit 
R'  ce  que  devient  dans  ce  cas  R ,  on  aura 

el  par  conséquent 

R  =  ^.R'+m'.(^x'+jy+zz').(^-f3). 


] 
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La  variation  de  R  produite  par  les  variations  des 
ëlémens  de  Torbîte  de  /w'  csj  donc  égale  à  la  varia- 
tion du  second  membre  de  cette  équation  relative 
aux  variations  des  mêmes  ëlémens ,  et  par  conséquent^ 
si  la  différentielle  de  cette  variation  relative  à  la  ca- 
ract^stique  d'  ne  renferme  aucun  terme  non  pé- 
riodique ,  on  sera  assuré  que  la  fonction  d^ .  cT'R  ne 
saurait  contenir  non  plus  aucun  terme  semblable. 
Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  ce  second 
membre  :  on  aura ,  en  vertu  des  varations  de  m', 

Si  Ton  remplace  S'a',  Je',  cTêVJ'»'^  ^PfW  par 
leur$  valeurs,  op  voit,  par  lanalyse précédente  , que 
J^'R'  pourra  se  décomposer  en  une  suite  de  ^termes 
de  la  forme  V./Q^.dt — Ql.f.Vdt;  et  pour  avoir 
la  différentielle  df.J^^',  il  suffira  de  différencier,  par 
rapport  à  nt ,  les  quantités  hors  des  signes  /,  celles 
qui  sont  sous  le  signe  intégral  étant  relatives  aux 
ëlémens  de  la  planète  m',  et  devant  par  conséquent 
être  regardées  comme  constantes.  On  prouvera,  par 
la  même  analyse ,  que  cette  fonction  se  réduit  à  zéro 
lorsqu'on  n'a  égard  qu'aux  termes  non  périodiques 
qu'elle  peut  renfermer.  La  fonction  différentielle 
d\S'K  ne  contient  donc  que  des  termes  périodiques, 
et  si  des  termes  non  périodiques  peuvent  exister  dans 
J' .  cT'R ,  ils  ne  proviendront  que  (Je  la  variation  de 

la  fonction  m'.(a:x'+ jj'  +  zz')  .  (^—75)- 

Désignons  pour  abréger  par  L  cette  fonction.   Si 
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dans  la  première  des  équations  (A)  du  n"  Sy,  on 
substitue  M  -|-  /w  h  la  place  de  ft ,  M  étant  la  masse 
du  Soleil^  on  en  tirera 


m 

7» 


on  aurait  pareillement 

Les  équations  différentielles  en/,  z,  J^'  et  z'  four- 
niront des  équations  semblables.  Si  l'on  multiplie 
respectivement  par  a:',/',  z',  les  équations  en  x,jr,z 
ainsi  obtenues,  et  par  x^  f,  z  les  équations  en 
Jc',  y,  z',  et  qu'on  retranche  ensuite  les  secondes 
des  premières ,  on  aura 

^-M  -L sï ^ — J+^' ^""^ 

en  nommant,  pour  abréger,  N  la  fonction  en  x^j, 
z,  xf,y,  z'  du  second  ordre  relativement  ibux  masses 
m  et  m',  déterminée  par  l'équation 

"^  ~  M  •  V      T''      ;    w  •  \      ?      ; 

L'équation  (c)  donnera,  en  la  différenciant  par  rap- 
port à  la  caractéristique  d' ,  et  ne  considérant  que  le 
premier  terme  du  second  membre , 
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j,| m'     ,   rd.{xdx' — jfdx^dy'—ydy+zdsf—z-dzY^ 

"      M*     *  L  3^*  J' 

Cette  fonction  ne  contient  aucun  terme  périodique 
loraâpfon  substitue  pour  x^  jr  y  z,  oc' ,  j' ,  z'  leurs 
valeurs  elliptiques.  En  effet,  I^s  coordonnées  x^j^z 
ne  contiennent  que  des  termes  périodiques  dépendant 
de  l'angle  ni  et  de  ses  multiples,  et  les  coordonnées 
•^'»  y\  ^  ï^c  renferment  que  des  termes  semblables 
dépendant  de  v!t\  il  est  donc  impossible  que  les 
moyens  mouvemens  ni  et  vit  disparaissent  dans  les 
produits  xdx  f  x'dx,  etc.  ;  les  termes  non  périodiques 
que  ces  produits  peuvent  contenir  proviendront  donc 
de  la  variation  des  coordonnées  de  m  et  de  m*  ^  mais 
ces  termes  disparaîtraient,  s'ils  existaient,  par  la  diffé- 
rentiation  dans  la  valeur  de  dh. 

En  n'ayant  égard  qu'au  terme  N  de  l'expression  L, 
on  aura 

drL:=d^. 

La  fonction  N  étant  de  l'ordre  du  carré  des  masses , 
si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  de  cet  ordre ,  il  suffira 
de  substituer  dans  N ,  au  lieu  des  coordonnées  de  m  et 
de  m\  leurs  valeurs  elliptiques,  et  il  est  aisé  de  se 
convaincre  alors  que  rf'N  ne  renferme  que  des  quan- 
tités périodiques.  En  effet,  des  équations  du  mouve- 
ment elliptique  de  m  et  m'  on  conclut 

f^              ~  (M  +  m)  .  d^"      ' 

yjg'  +yy  +  gg' a:d V  +ydy  +  zd^z 


r 


(M  +  w)  .  dt' 


■■.i>-^* 
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lia  fonction  N  devient  donc  ainsi 

M.(M  +  m')'L  d^  J 

mnî         /xd^x^y^y+z'd*z\     m    f  , /dR\  /tiR\ 

■^M.(M+/i»)  \"~         3?  J^HÎ'  if  \dxj''\d7) 

Les  deux  premiers  termes  du  second  membre  ne 
renferment  aucun  terme  non  périodique;  car  nous 
ayons  prouvé  précédemment  que  les  produits  de  la 
forme  xd^x',  x^d^Xy  etc.,  ne  pouvaient  contenir 
aucun  terme  semblable  lorsque  substituait  simple- 
ment pour  a:,  a:',  etc.,  leurs  valeurs  elliptiques.  Quant 
au  dernier  terme  y  si  l'on  substitue  dans  R  à  la  place 
des  coordonnées  de  m  et  wl  leurs  valeurs  elliptiques , 
cette  fonction  pourra  se  développer  en  une  suite  de 
cosinus  d'arcs  multiples  de  nt  et  de  rJty  et  l'on  aura  la 

différentielle  —,  en  ne  faisant  varier  dans  R  que  ce  qui 

se  rapporte  aux  coordonnées  de  /ti,  d'où  il  suit  que 
cette  diflFérentielle  pourra  contenir  des  sinus  et  cosi- 
nus d'angles  multiples  de  nty  mais  jamais  aucun  sinus 
ou  cosinus  où  entrerait  isolément  l'angle  vit.  La  valeur 
de  a:'  ne  contenant  d'ailleurs  que  des  termes  pério- 
diques dépendans  de  rit  y  il  en  résulte  que  les  moyens 
mouvemens  nt  et  vit  ne  sauraient  disparaître  dans 

—\  On  démon- 
trerait de  même  que  les  autres  produits  semblables 

X  (^    y'    (-\    r   (—\    z'    (^\   z    (—\ 


.  I 


/^ 


Y/{x'—xy+{y—yy+(,z'—zy    . 

Il  en  résultera,  dans  R,  des  termes  multipliés  par 
m'ni'  et  qui  seront  fonctions  des  coordonnées  ellip- 
tiques X ,/ ,  z  et  des  angles  nU  ^  ii^'t,  ou  bien,  en  rem- 
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ne  peuvent  contenir  que  des  termes  périodiques,  et  \r 
que  par  conséquent  la  fonction  N  et  sa  différentielle 
d'N  ne  sont  composées  que  de  termes  semblables.  Il 
suit  de  là  que  la  fonction  différentielle  d' .  «T'R  ne 
rei^erme  que  des  quantités  périodiques,  du  moins 
tÉût  qu'on  ne  porte  l'approximation  qu^  jusqu'aux 
termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses  « 

Les  résultats  précédens  peuvent  aisément  s'étendre 
à  un  nombre  quelconque  de  planètes  perturbatrices. 
Soit  en  effet  m"  une  nouvelle  planète  dont  on  consi- 
dère Faction  sur  m;  elle  ajoutera  à  la  fonction  R  les 
termes , 

VX^'-  X)»  +  (y-yr+  (zT-  zy 

Les  variations  des  coordonnées  de  m  et  de  m" ,  ré- 
sultant de  l'action  réciproque  de  ces  deux  planètes, 
produiront  dans  la  variation  de  R  des  termes  multi- 
pliés par  mn!  et  par  7?z"*,  et  l'on  prouvera  par  l'analyse 
précédente  qu'aucun  d'eux  ne  pourra  donner  dans 
^.tT^'R  de  termes  non  périodiques. 

Les  variations  des  coordonnées  de  ni  résultant  de 
l'action  de  rd*  sur  m!  produiront  une  variation  dans 
la  partie  de  R  dépendant  de  l'action  de  ni  sur  m ,  et 
qui  est  rq)résentée  par 

rri  ni .  [xx'  +yy'  +  zz) 
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L  z  par  leurs  valeurs,  des  termes  fondions 
.^k  V^^^K  '^''  "'^'  ""'*  ^^^  ''^'^  moyens  mou- 
^^  ^^^^^^nt  sedctruii-e  entre  eux,  ces  termes 
■^^^^^^^1  des  termes  périodiques  dans  (fR. 
s  le  développement  de  R^^dcs 
rdu  moyen  mouvement  Rf,'71s 
t-mêniespar  la  diffërenliatîon  dans 
i  considère  au  contraire  les  termes  de'- 
Qe  cet  angle  seul,  ces  termes  seront  de  la 
Tm'rti' .d¥ ,  P  elant  une  fonction  des  coordon- 
lles  elliptiques  de  m.  Il  en  résultera  dans  fd'K  des 
termes  de  la  forme  m'm"  .  fd'P  ou  m'm'  .  P,  puisque 
d'P  est  une  différentielle  exacte.  Ces  termes  seront 
donc  encore  du  second  ordre  après  l'intégration ,  et 
nous  négligeons  les  quantités  de  celte  espèce  dans  la 
valeur  de  cette  fonction. 

De  même,  la  variation  des  coordonnées x,  7*,  z, 
produite  par  l'action  de  m"  sur  m,  ne  peut  introduire 
dans  la  partie  précédente  de  R.  que  des  termes  multi- 
pliés par  m'm"  et  fonctions  des  coordonnées  x",  /',  z' 
et  des  angles  nt  ou  n"t,  ou  fonctions  simplement  des 
trois  angles  nt,  n't,  r^t,  et  ces  trois  angles  ne  pouvant 
se  détruire  entre  eux,  il  n'en  saurait  résulter  dans  d'R 
que  des  termes  périodiques.  Quant  aux  termes  dépen- 
dant seulement  de  nt,  ils  ne  produiront  que  des  termes 
non  périodiques  de  l'ordre  m'ni'  dans  /(^R. 

Les  mêmes  raisonnemens  s'appliquent  évidemment 

à  la  partie  de  R ,  dépendante  de  l'action  de  m"  sur  nt. 

Concluons  donc  enfin  que,  quel  que  soit  le  nombre 

des  planètes  dont  on  considère  l'action  réciproque,  les 

variations  desélémens  elliptiques  de  laplanète  troublée 
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et  des  planètes  perturbatrices  ne  produiront  dans  d^ 

aucun  terme  non  périodique,  du  moins  tant  quon 

n'aura  égard  qu'aux  carrés  et  aux  produits  des  masses 

perturbatrices. 

61  •  Reprenons  maintenant  la  formule  (2)  |^ 

t 

da=z2a^.d'K.  (2)     |^ 

Lorsqu'on  a  égard  aux  quantités  du  second  ordre 
par  rapport  aux  masses ,  il  n'est  plus  permis  de  regar- 
der comme  constant  le  facteur  a^  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  :  en  substituant  donc  à  sa 
place  (a  +  S'ay  et  intégrant  l'expression  résultante, 
on  aura  pour  déterminer  la  variation  du  grand  axe  de 
l'orbite  de  m,  la.  formule 

J^a  =  2a* . /d%  +  8a' .  /{d^K  .  /^R)-     (3) 

Nous  venons  de  voir  que  yi^'R,  ne  renferme  que 
des  quantités  non  périodiques  de  l'ordre  mm' ,  lors- 
que considère  dans  R^  les  termes  du  premier  et  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses  perturbatrices. 
R  étant  une  simple  fonction  des  coordonnées  ellip- 
tiques de  là  planète  troublée  et  des  planètes  pertur- 
batrices, peut  se  développer  en  une  série  de  cosinus 
d'arcs  multiples  des  moyens  mouvemens  nt ,  v!t^  etc» 
Soit 

m'  .&. .  cos  {i!n't  —  int  +  K) , 

.  l'un  des  termes  de  ce  développement.  Les  termes 
coirespondans  de  dK  et  de  fd'K  seront 
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^'R  =     indt .  m'A .  an  (i'n't  -^  int  +  k) , 

m 

fd'K  =.—  -7-7 — -  .  /w'A .  cos  (i'n't  —  int  +  k)  ; 

!t  il  faudra  ëyidemment  combiner  ensemble  ces 
ermes  dans  la  valeur  de  S'a  pour  que  nt  et  vit  pois-' 
ent  s'y  détruire.  Mais  on  a  de  cette  manière 

m  .fdK^^r^^^."^— .  sin  2{i'n't  — int +  k), 

:e  qui  donne  dans  S'a  une  inégalité  périodique  dé- 
3eudante  de  Fangle  2(tVi  —  int  +  k). 

Il  suit  de  là  que  la  variation  du  grand  axe  de  Tor- 
bite  d'une  planète  ne  peut  contenir  aucune  inégalité 
séculaire  du  premier  ou  du  second  ordre  par  rap-  . 
port  aux  forces  perturbatrices,  qui  puisse  devenir 
sensible  par  la  suite  des  siècles,  quel  que  soit  le 
nombre  des  planètes  qui  troublent  son  mouvement. 
La  même  résultat  s'applique  évidemment  à  la  varia- 
tion du  moyen  mouvement;  en  effet,  nous  avons 
trouvé  pour  la  déterminer  la  formule 

d^zziz^'S.fand'^.dt.  (i) 

S]  l'on  considère  les  termes  du  second  ordre,  il  faut 
regarder  comme  variable  le  facteur  an  dans  le  second 

membre  de  cette  équation:  or,  on  a  ^/i  =  «""', d'où 
l'on  tire  en  différenciant 

rf.ûwssi— -a*  .  — ;= — a^n.d!K. 
La  valeur  de  cTÇ  deviendra  donc  par  conséquent  : 
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crç=— 5û« .  ffdR,.dt+Sa^ 4J{ndt . d'K.fd'R) .   (4) 

Formule  qui  ne  peut  renfermer  aucune   inégalité 
se'culaire,  si  la  formule  (5)  n'en  contient  pas. 

Concluons  donc  de  l'analyse  qui'  précède ,  ce  beau 
théorème  qui  est  de  la  plus  haute  importance  dans  la 
théorie  du  système  du  monde  :  Les  mojrens  mour 
vemens  des  planètes  et  les  grands  aœes  de  leurs  or^  { 
bites  sont  invariables  lorsqu'on  fait  abstraction  des 
inégalités  périodiques  et  que  Von  néglige  les  quantités 
du  troisième  ordre  par  rapport  aux  forces  perturba- 
trices. 

Ce  résultat  cesserait  d'avoir  lieu  si  les  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  des  planètes 
perturbatrices  avaient  entre  eux  des  rapports  com- 
mensurables.  Nous  avons  vu  que  ce  cas  n'existait  pas 
dans  la  nature  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices  ;  mais  il  pourrait  se 
présenter  lorsque  l'on  pousse  plus  loin  les  approxi- 
mations. En  effet ,  si  l'on  considère  l'action  mutuelle 
de  trois  corps  /w,  m',  ni'  circulant  autour  de  M ^  on 
voit  par  l'analyse  précédente  qu'il  en  résultera  dans 
fl^'R  des  termes  du  second  ordre  par  rapport  aux 
masses  m ,  m'y  ni' y  et  de  la  forme  K .  sin .  {int  —  i'n't 
'^t'rl't'^k).  Si  l'on  suppose  donc  que  les  rapports  des 
moyens  mouvemens  ntj  rit  y  ri't  soient  tels  que  la 
quantité  in  —  i^n'  -+-  i'ii'  soit  une  très  petite  fraction 
de  w,  il  en  résultera  dans  la  valeur  de  ^  une  inégalité 
qui  pourra  devenir  considérable.  Ce  cas  très  singulier 
se  présente  dans  le  système  des  satellites  de  Jupiter; 
le  moyen  mouvement  du  premier  satellite^  moins 
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trois  fois  celui  du  second  plus  deux  fois  celui  du 
troisième,  est  exactement  et  constamment  égal  à  zéro, 
-'est-à-dire  que  Ton  a  »  — <  3/^' +  2/1"=:  o;  et  ce 
phénomène,  unique  dans  le  système  du  monde,  pro- 
duit dans  les  moyens  mouvemens  de  ces  astres  des 
(variations  dépendantes  de  la  seconde  puissance  de» 
niasses  perturbatrices  que  la  théorie  détermine,  mais 
que  les  observations  n'ont  pu  jusqu'ici  rendre  sen- 
sibles. 

62.  Il  suit  du  théorème  que  nous  venons  d'énoncer 
que,  dans  la  suite  des  siècles,  les  orbites  planétaires  ne 
feront  que  s'aplatir  plus  ou  moins  en  vertu  des  iné- 
galités séculaires  de  leui*s  excentricités  ;  elles  conser- 
veront toujours  les  mêmes  grands  axes;  et  les  moyens 
mouvemens ,  qui  s'en  déduisent  par  la  troisième  loi 
de  Kepler ,  seront  inaltérables ,  ou  du  moins,  s'ils  sont 
soumis  à  quelques  variations  séculaires,  elles  seront  in- 
sensibles. On  ne  peut  pas  encore  en  conclure  rigou- 
reusement ,  il  est  vrai ,  que  la  durée  de  la  révolution 
sidérale  moyenne  des  planètes  sera  constante  aussi;  en 
effet,  nous  avons  vu  n"*  22  que  la  planète  m  revenait 
au  même  point  de  sou  orbite  lorsque  la  longitude 
moyenne  nt^e  était  augmentée  d'une  circonféreuce  ; 
le  premier  terme  de  cette  expression ,  qui  est  pro- 
prement ce  qu'on  appelle  le  moyen  mouvement  de  la 
planète,  croit  uniformément  avec  le  temps,  et  son 
coefficient  est  invariable ,  comme  nous  venons  de  le 
voir;  mais  le  second  terme  peut  être  soumis,  comme 
nous  le  démontrerons  bientôt,  à  des  inégalités  sécu- 
laires contenant  des  termes  croissans  comme  le  temps 
et  du  premier  ordre  par  rapport  aux  masses ,  et  des 
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termes  proportionnels  au  carré  du  temps  et  du  se- 
cond ordre  par  rapport  à  ces  masses.  On  pourra  faire 
abstraction  des  premiers ,  parce  qu'ils  s'ajouteront  au 
moyen  mouvement;  mais  les  seconds  produiront 
dans  la  longitude  moyenne  de  véritables  inégalités 
séculaires.  Heureusement  ces  termes,  comme  nous 
le  verrons ,  sont  tout-à-fait  insensibles  pour  la  Terre 
et  pour  les  planètes;  mais  ce  sont  eux  qui  produisent 
l'accélération  séculaire  qu'on  observe  dans  le  mouve- 
ment de  la  Lune ,  et  dont  les  astronomes  avaient 
long-temps  vainement  cherché  la  cause. 

Les  résultats  précédens  s'appliquent  à  tous  les 
corps  de  notre  système  planétaire;  mais  c'est  surtout 
dans  la  théorie  de  la  Terre  que  leur  importance  se  fait 
sentir,  à  cause  de  l'influence  que  les  inégalités  de  son 
moyen  mouvement  auraient  sur  la  durée  de  Tannée 
sidérale,  élément  que  les  astronomes  ont  toujours 
regardé  comme  invariable  et  qui  sert  de  base  aux 
calculs  de  toutes  les  tables  des  mouvemens  célestes. 
On  devait  désirer  qu'il  ne  restât  aucune  incertitude 
sur  une  donnée  aussi  essentielle  ;  mais  d'une  part  les 
observations  anciennes  sont  trop  peu  exactes ,  et  de 
l'autre  les  modernes  sont  comprises  dans  un  trop 
court  intervalle  de  temps  pour  qu'on  en  pût  conclure 
rien  de  certain  sur  l'invariabilité  de  Tannée  sidérale. 
Cette  question  est  donc  une  de  celles  où  la  théorie 
devait  devancer  l'observation,  et  l'analyse  que  nous 
venons  de  développer  fixe  un  point  important  du  sys- 
tème du  monde,  qui  n'aurait  pu  être  établi  d'une 
manière  incontestable,  par  les  observations  seules, 
qu'après  un  grand  nombre  de  siècles. 


\ 
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f Variations  séculaires  des  excentricités  et  des  longi* 

tudes  des  périhélies. 

63.  Après  avoir  démontré  Finvariabilité  des  grands 
axes  et  des  moyens  moiivemens  par  rapport  aux  iné- 
galités séculaires,  avec  tout  le  soin  qu'exigeait  cette 
importante  question ,  nous  allons  examiner  successive- 
ment les  variations  séculaires  des  autres  élémens  des 
orbites  planétaires. 

Commençons  par  les  variations  des  excentricités  et 
des  longitudes  des  périhélies.  Pour  cela,  reprenons 
les  expressions  diflFérentielles  de  ces  variations^  don- 
nées n**  46  9  

e  de 

En  différenciant  par  rapport  à  a»  et  par  rapport  à  6  la 
valeur  (/i)  de  F,  trouvée  n°  53,  on  aura 

rfF     3/l.^[ûa^(fl,flr)+(a>+a^0.(fl^)^        , 

Te.-  2. (a-- a»)» -'^  •  ^'"^  C*  -^  •)  ' 

à¥ 3/»'.  ad.  (a,  d  )' 

Te~  4.(<i'»— «•)»    •' 

+ â.(a"~cT •  *  •  ^'^^  "■*'^- 

SI  par  conséquent  on  fait  pour  abréger 


[a^]  = 


Zwl.an .  \ad.[fifi")  +  (a*+  a^*).(a,ay] 


Tome  I.  a6 
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*  on  aura,  pour  déterminer  les  variations  séculaires 
des  excetatricîtés  et  des  périhélies,  en  ne  portant  Tap- 
proxiraation  que  jusqu'aux  premières  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  et  en  ne  considérant 
que  Faction  d'une  seule  platiète  perturbatrice  m',  les 
deux  équations   . 

2j  =5  [«i^'l  •  ^'-  sin  (cù' —  cû), 

•£  =  [ût,a']—  [g^^].î-.cos  K— û)). 

L'action  des  planètes  m",  m!'*,  etc. ,  ne  fera  qu'ajouter 
à  ces  équatipnsdes  termes  semblables.  Désignons  donc 

par  [^,^'"]  ,.ra,aj  ,  ce  que  deviennent  les  fonctions 
[a,a'']y  [oL^ti'j  f  lorsqu'on  y  change  a'  et  m^  en  a'' et  nJ'; 

désignons  semblablement  par  [a,a'^*'] ,  [^,«'"1,  ce  que 

deviennent  ces  mêmes  fonctions  lorsqu'on  y  change 
a'  et  m' en  a"'  et  m'^,  et  ainsi  de  suite  ;  on  aura ,  en 
vertu  des  actions  réunies  de  tous  les  corps  m%  ni' y. 
w!^\  etc. , 

^5=ra^a'1 .  e'. sin  (û)'—- â^)^-  r^ja*1.e''.sîn{û)'— a>) 


^  s=5  {a^d  ]  +  [^^«^"] + etc.  —  [^11,  «  j  •  -j-  cos  (o)' —  «) 


—  \a^ct\  .  j-cos  (o)''— û))— etc. 
De  ces  expres^ons,  il  est  facile  de  conclure  celles  de 
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4o3 


dJ     dJ      de"    d^"        ^  1  X  *     » 

7i'  ir^  dï'  W  ^*^-'  ^^  changeant  successive- 
ment^ dans  les  équations  précédentes,  ce  qui  se  rap- 
porte à  la  planète  m  dans  ce  qui  se  rapporte  aux  pla- 
nètes m'f  w!'j  etc.,  et  réciproqueqaeut.  Soit  donc 


[a',a],[a',a"]>[aV*],  etc.,[âj^,  t^jlfll'  [aV^'],etc. 

[a^a'],[a^«],[a^a''^,etc.,[^'],  [5^],  [^ïg']>«^- 


etc. 


ce  que  deviennent  les  fonctions  que  nous  avons  dé- 
signées par 


[a,a'],  \a,€i^f[a^a"%  etc.,[^'J,[^^],[^^tt^,etc., 


lorsqu'on  y  change  successivement  ce  qui  est  relatif 
km  en  ce  qui  se  rapporte  à  ml^  ni' y  etc. ,  et  récipro- 
quement; nous  aurons  pour  déterminer  tes  excentri- 
cités et  les  périhélies  des  orbites  de  nhyrri^  rrl'f  etcr,  le 
système  d'équations  différentielles  suivant  : 

2:  =  \a^aF\  .e'.sin(û>'-  û>)  +ra,a'l.e''.sin(a)''-û>)'4-etc., 

•^= [a^].e  .sin(û>  -û)')  '\'\a\ci'\e^'.ûn[(»^-M')'^\fL\ 

It^ [aVf] .e .sin(a)-û>")  +[^5^^'] .e'.sin(û)'-û)")-Hetc.l .  . 
etc. 


doi 
'di 


a,û  j .  — .  cos  (û)" —  ft>)  — •  etc. , 


:26.* 
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-^c=[a',a]  ^-^{a\a^]'+' etc. — \a',a]  •  ^*cos  {c» — a^ 

— ^  lof, a!' J  . -7.cos(û>'' — eo')  —  etc., 

— -  ïa!',a'  J .  -^ .  cos  (c/ —  û)")  •—  etc.> 

etc. 

'  On  détermine  fort  simplement^  au  moyen  de  ces 
formules ,  les  variations  annuelles  des  excentricités  et 
des  périhélies.  En  effets  pendant  ce  court  intervalle, 
on  peut  supposer  constans  les  élémens  e,  e\  etc. , 
û),  (ùy  etc. ,  qui  entrent  dans  les  équations  différen- 
tielles précédentes,  et  les  intégrer  dans  cette  hypo- 
thèse, ce  qui  revient  à  multiplier  par  le  temps  ^les 

valeurs  de ^,  ^,  etc.,  •^,  ■^,  etc.  Les  expressions 

quW  obtiendra  de  cette  manière  pourront  même  s'é- 
tendre, relativement  aux  planètes,  à  plusieurs  siècles 
avant  et  après  Tépoque  que  l'on  aura  choisie  pour 
l'origine  du  temps.  Si  Ton  veut  avoir  des  valeurs  plus 
exactes  ^  on  observera  que  les  excentricités  et  la  po- 
sition des  périhélies  variaoït  avec  le  temps,  l'excentri- 
cité de  l'orbite  de  m,  pour  un  temps  quelconque  ty  sera 
égale  à 

et  la  longitude  de  son  périhélie  à 
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dt      d^t        .  d»      d^m         ^  /^      x       !,•/•* 

^'  di>  -dF^^^''  '^'di^'dF'  ^*^-'  ^^"^^  ""^^^^^  ^ 
l'époque.  Or  les  valeurs  précédentes  de  jr  et  de  --^ 
donneront 9  en  les  différenciant  et  en  observant  que  a 

d'e     d^e 

d^^  d^ 


et  a',  etc. ,  sont  constans ,  les  valeurs  de  -7^ ,  -j^ ,  etc.. 


-^,  "S?*  On  pourra  donc  continuer  aussi  loin  que  Ton 

voudra  les  séries  qui  précèdent  ;  mais  il  suffira,  dans  la 
comparaison  des  observations  les  plus  anciennes  qui 
nous  soient  parvenues,  d'avoir  égard,  relativement 
aux  planètes,  aux  termes  de  ces  séries  multipliées  par 
le  carré  du  temps. 

64.  Quoique  cette  manière  de  déterminer  les  varia- 
tions séculaires  des  excentricités  etdes  périhélies  suffise 
aux  usages  astronomiques,  cependant  la  théorie  de 
ces  variations  ne  serait  pas  complète,  si  elle  ne  don- 
nait pas  leurs  valeurs  finies  pour  un  temps  quel- 
conque, ce  qui  exige  qu'on  intègre  rigoureùseoient 
les  formules  différentielles  ((?)•  Leur  intégration  directe 
est  impossible  ;  mais  par  la  transformation  que  nous 
avons  indiquée  n""  467  et  dont  l'idée  ingénieuse  est  due 
à  Lagrange,  on  les  ramène  à  la  forme  d'équations 
différentielles  linéaires  du  premier  ordre  que  l'on  sait 
intégrer.  En  effet,  supposons,  comme  dans  le  n**cite, 

&=e.sin  û),  &'=e'.sinV,  i*.==e'.siuai',ptiQ.,l  ^  x 
c=e.cos  a>,  c'=e'.cosû>',  c*=e'.cpsû>',.etc.  > 

En  différenciant  ces  expressions ,  on  aura 

db  »  de    .  dm 

^-:=sm«.5^+e.cos«.^. 
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de.  de  .  dct 

db'         .       I  de     ,     /  ^_      I  dm 

-3^=sm«.^-»-e.cos«.-5^, 

'    ■  de'  ,  dJ        ,    ,       ,  dJ 

3^=cos«.5^-e.sin«.-5j-. 
etc. 

w.  j    '  ,         ..  1         de   dm    dé  dm'        . 

bi  daas  ces  équations  on  remplace  'j'j'Tt^di'*  "^  ^  ^  ' 
parleurs  valeurs^  on  aura^  pour  déterminer  g-,  ,^,  etc., 
les  équa^onîs  différentielles  suivantes  : 

•j^  |[rt/ï']+[à^'].-4-ete.\.c— [^^.o'— [^rj-e'—étc., 
^=5— /[a/]-».t«,a"]-|-etc.  J  .6  +[â]i?].&'4.[^].i'+etc., 
^si=    |{o',a]+[o',a^+etc  }.c'— [^].c— [^i£].c"— etc., 


^=^   /[d'>]+[a%a']+etc.}.c''— [^].c— l^â^ 
J=^|[a^a]+[aV]  +etc; }/+  [^].&+  [^JJ^'+etc 


etc. 


On  peut  d'ailleurs  déduire  directement  ces  équations 
des  fommles  (12),  en  y  substituant  pour  F  sa  valeur 
en  fonction  de  ^ ,  è',  c,  c\  etc. ,  donnée  n®  53. 

Les  équations  précédentes  sont  linéaires  et  s'intè-^ 
grent  par  les  méthodes  connues.  Lorsque,  par  leur 
moyen,  on  aura  déterminé  les  valeurs  des  quantités 
hy  C;  h\  c\  V\  d'f  etc. ,  on  obtiendra  celles  des  excen- 
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tricitës  et  des  longitndes  des  périhélies ,  ea  remar- 
quant que  les  équations  (a)  donnent 

Ç  c 

etc. 

Il  ne  nous  reste  donc  plu^  qu'à  opérer  Fintégra- 

tion  des  équations  précédentes  ;  pour  y  parvenir, 

faisons 

« 
b  ssM.  sm(ht+1)^       c  =±:M.cos(A<+/), 

b's=:W.sta{ht-\-l),        c'=M'.cos(A<+/), 

5"=:  M".  fiin(A<-f-Z) ,       c?= M".cos  \ht^  4  r 

etc.  ■   etc.  •' 

M,  M',  M^V^etG.,  étant,  ainsi  que  h  et  /,  des  quotités 
constantes  indéterix^inées. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  et  leurs  différentielles 
dans  les  équations  (P),  il  en  résultera  entre  les  inôé- 
terminées  M,  M',  M",  etc.,  h  et  /,  les  équations  de 
condition  suivantes  :  . 

M"  A={  [a\a\ + [a V]  +etc. }  .M*'— [^].M  — [££]  JWT-ctc. 

etc. 

Le  nombre  de  ces  équations  sera  égal  à  celui  des 
eoefficiens  M,  M',  M',  etc.;  mais  comme  chacun  des 
termes  qui  les  composent  est  multiplié  par  l'un  de  ces 
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coefBcienSjilsensuit.qùeron  ne  pourra  déterminer^ 
par  les  équations  précédentes  ^  que  le  rapport  de  ces 
quantités  entre  elles ,  dé  sorte  qu'il  y  en  aura  toujours 
une  qui  restera  indéterminée.  En  effet,  soit  /,  par 
exemple,  le  nombre  de  ces  équations  de  condition;  il 
est  aisé  de  voir,  d'après  leur  forme ,  que  sî ,  au  moyen 
des  f  — - 1  premières ,  on  élimine  d^  la  dernière  les 
i —  I  coefBciens  M',  M",  etc.,  le  coefficient  M  en  dis- 
paraîtra de  lui-même  ;  de  sorte  qu'on  arrivera  à  une 
équation  finale  en  h  du  degré  i,  qui  ne  c6ntiendj*a 
plus  que  cette  constante  dinconnue,  et  pQurra  servir 
par  conséquent  à  la  déterminer.  Cette  équâiioii  sera 
touJQurs  d'un  degré  égal  au  nombre  des  coefficiens 
arbitraires  M,  M',  M",  etc.,  ou  des  corps  m,  m', 
m",  etc.,  du  système;  elle  aura  donc  un  nombre  égal 
de  racines  qui ,  substituées  tout*  à  tour  dans  les  £-*«  i 
premières  équations  (Je) ,  serviront  à  déterminer  cha- 
cune un  pareil  nombre^de  coefficiens  arbitraires  M, 
MV  M^  etc. 

-  Soient  donc  /4,  A,,  h^f  etc.,  les  racines  de  l'équa- 
tion finale  en^A;  soient  M,  M',  M",  etc.,  M,-,  M',, 
M",,  etc. ,  M.,  M'.,  W.,  etc.,  les  différens  systèmes 
de  coefficiens  indéterminés  qui  correspondent  respec- 
tivement à  chacune  de  ces  racines,  les  valeurs  de  è,  b\ 
Vf  etc.,  de  c,  c',  c'j  etc.,  qui  en  résulteront,  satis- 
feront .toutes  aux  équations  (P).  Or  l'intégrale  com^ 
plète  d'une  équation  différentielle  linéaire  est  égale, 
comme  on  sait,  à  la  somme  de  ses  intégrales  particu- 
lières; on  aura  donc 

A=^M.sin(/i/+'/)  +  M,.sin(Ai«-f/,)-fM,.sîn(fra«+/0  +  elc., 
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&'=M',sin  (/ii+/)+.M\.sin(Aif+/|)  -f:M'..8m.(A.^+/0  +  etc., 

etc. 

c;=M.  cos  (ht+l)+Mi  .ços  (A,t-f-/,)  +  Ma.  cos  (A.t+4)+  etc., 
c  =]Vr.cos  (Af+/)4-M'i.cos(/z»*+/,)  +  M'a.cos  {h^t+h)+  etc., 
etc., 

/,  /i,  /.,  etc.,  étant  des  constantes  arbitraires- 
Ces  équations  renferment  autant  d'arbitraires  qu  il 
y  a  d'équations  différentielles  (P)  ;  car  chaque  sys- 
tème d'indéterminées  M ,  M^,  etc. ,  contient  une  arbi- 
traire, et  il  y  a  de  plus  i  arbitraires  l^  /i,./.>  etc.  Ces 
équations  sont  donc  les  intégrales  complètes,  des  éqtia-* 
tîôns  différentielles  proposées.  Quant  aux  âi  constantes 
arbitraires  qui  entrent  dans  ces  équations  ^  on  Içs  dé- 
terminera au  moyen  des  observations.  Elles  ne  don- 
nent pas  directement  ces  constantes,  il  est  yrai|  maia 
elles  font  connaître,  pour  une  époque  fixée,  les  va- 
leurs des  excentricités  et  des  longitudes  des  périhélies 
des  orbites,  et  par  suite  les  valeurs  des  quantités 6, 
b%  etc. ,  c,  c\  etc.  ;  on  pourra  donc  toujours  en  dé- 
duire les  valeurs  des  a]:i>itraires  inconnues.    . 

65  A\  résulte ,  de  ce  qui  précède ,  que  les  excentricités 
et  les  longitudes  des  périhélies  des  orbites  planétaires 
ne  sont  plus,  comme  les  grands  axes,,  assujetties  à  de 
simples  inégalités  périodiques;  les  variations  de  ces 
deux  élémens  contiennent  des  termes  îndépendans  de 
la  situation  mutuelle  des  corps  du  système.,  et  par  con- 
séquent la  forme  des  orbites  çt  la  position  des  grands 
axes  peuvent  éprouver  dans  la  cuite  des  altérations 
considérables  ;  mais  les  ellipticités ,  en  vertu  de  leurs 
variations  séculaires,  sont-elles  susceptibles  de  croître 
indéfiniment?  S'il  en  était  ainsi;  les  orbites,  aujour- 
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d'hui  presque  circulaires,  deviendraient  à  la  longue 
fort  excentriques,  et  pourraient  même  (iqir  par  chan- 
ger entièrement  de  nature.  L'invariabilité  des  grands 
axes  ne  suffirait  plus  alors  pour  assurer  la  conserva- 
tion de  notre  système  solaire ,  qu'une  pareille  pro- 
gression menacerait  dans  la  suite  des  siècles  d'un 
bouleversement  total.  L'équation  (e)  à  laquelle  nous 
sommes  parvenus ,  n*  54,  montre  heureusement  que 
ces  changeiiiens  sont  à  jamais  impossibles;  mais  il  ne 
sera  pas  superflu  d'examiner  ici'  avec  plus  de  détail 
cette  question;  puisque  c'est  sur  elle  que  repose  l'une 
des  conditions  essentielles  de  la  stabilité  du  système 
du  monde. 

Four  cela',  reprenons  les  expressions  que  nous 
avons  trouvées  pour  déterminer  le^  valeurs  des  qoao* 

tités  bf  et  Cf  savoir  : 

> 

6==M,sîn(A^+/)+Mi»sîn(A,f+^,),4-Ma.sîn(Aa«+4)  +  etc., 
c=M.cos(/lf4-/)4-Mj.cos  (A,f+/,)  +  Ma.cos(Aaf-+"^a)  +  etc., 


les  quantités  À,  hi^h^y  etc.,  étant  les  racities  d'une 
équation  déterminée  d'-un  degré  égal  au  nombre  des 
corps  agissans  du  système,  et  M,  M,,  M»,  etc.,  Z,  /,, 
4 ,  etc. ,  des  constantes  arbitraires  dont  la  détermina- 
tion dépend  des  valeurs  de  6  et  de  £? ,  à  une  époque 
donilée» 

Substituons  ces  valeurs  à  la  place  de  b  eX  c  dans 
l'expression  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  m  ;  on  a 
€*  t=3  ô*  +  c*  ;  on  aura  donc 


^«=: M*  +  M,*4-Ma*+ etc.  +  2MM, . cos  [(A,  —  A) . f  + /,  — /] 

-f  2lVlMa.C0s[(A. A).^+4— ^+2M|IMa.C05[(fta— 'lj).t4-4 ^i] 

+  elc. 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  est  constam- 
ment plus  petit  que  (M+M,-f-M.+  etc.)%  tant  que 
les  cosinus  qui  entrent  dans  le  second  membre  sont 
tous  réels;  ainsi  donc^  toutes  les  fois  que  les  racines 
A,  h^f  A.,  etc.,  sont  réelles  et  inégales ^  Fexcentricilé  e 
de  l'orbite  de  m  ne  peut  jamais  surpasser  la  somme  des 
coefBciens  M^  M, ,  M,,  etc. ,  pris  avec  le  même  signe  ; 
et  si  Ton  suppose  ces  l^oefEcieus^  fort  petits  à  une  époque 
donnée  y  comme  cela  a  lieu  en  effet  dans  la  nature  ^ 
elle  demeurera  toujours  peu  considérable. 

Mais  il  n'en  serait  plus  de  même,  si  quelques-unes 
des  racines  de  l'équation  en  h  devenaient  égales  ou 
imaginaires..  Ces  racines  introduiraient,  au  lieu  de 
sinus  et  de  cosinus  »  dans  les  expressions  de  b  et  de  c^ 
des  arcs  de  cercle  et  des  exponentielles ,  et  ces  quanti- 
tés étant  susceptibles  d'augmenter  indéfiniment  avec  le 
temps,  il  en  résulterait  que  les  valeurs,  de  A  et  de  c  ne 
seraient  plus  resserrées  entre  des  limites  qu'elles  ,ne 
doivent  pas  dépasser  ;  que  par  conséquent  les  orbites 
pourraient  dans  la  suite  des  temps  devenii^  fort  ex- 
centriques, et  que  les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  jusquici,  fondés  sur  la  petitesse  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  des  orbites  cesseraient  d'être 
exacts.  Il  s'agit  donc  dé  montrer  que  les  racines  A, 
A,,  h^y  etc.,  sont  toutes  réelles  et  inégales;  c'e^  ce 
que  Ton  peut  faire  d'une  manière  fort  simple,  et  sans 
être  obligé  de  former  l'équation  dont  elles  dépendent 
dans  le  cas  où  l'on  suppose  que  les  dîfférens  corps  tn 
w! ^  ni\  eic,  du  système,  circulent  tous  dans  le  même 
sens. 

En  effet,  reprenons  les   équations  (o)  du  n®  65. 
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Si  Tou  multiplie  respectivement  ces  équations  par 

m  v/a.e,  m'  v/â\c',  ni'  \^af.e%  etc.  ;  qu'on  les  ajoute, 
et  qu'on  remarque  que 

fiin(«— •')= — 8in(«'— •),  sin(«— *»")= —  8in(«'' — 4^)9610., 


et  qu'en  vertu  des  valeurs  de    û, «H  ,  \a\ a\  etc. , 


données  dans  le  n*  63  ,  on  a  généralement 

\a,a'\ . m  \/a  —  [^', aj.m'  Vo'zzzo , 

etc. , 
cette  somme  se  réduira  à  l'équation  suivante 

m  s/a.ede-^'m!  \/a\e'dé'\-nf  S/a'.e'de'-i-eic.^zzo. 

Si  l'on  intègre  cette  équation ,  en  observant  que  les 
grands  axes  a  ^  a\  etc. ,  sont  constans^  puisqu'on  n'a 
égard  qu'aux  variations  séculaires  ^  on  aura 

m  \/a.e*+m!  \/7P.e'*+m'  v/â'.e^*+etc.=const.  (e) 

Les  corps  m,  m\  etc. ,  étant  supposés  tourner  dans  le 

même  sens,  les  radicaux  \/a,  \/a\  \/a?  devront  être 
pris  positivement,  et  chacun  des  termes  du  premier 
membre  de  cette  équation  sera  par  conséquent  positif. 
Nous  sommes  déjà  parvenus  à  cette  équation,  n**  54; 
mais  nous  avons  voulu  montrer  comment  elle  résulte 
des  équations  dififérentielles  (o). 

Supposons  maintenant  que  l'équation  qui  déter- 
mine A  ait  des  racines  imaginaires,  quelques-uns  des 
sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans  les  expressions  de  b 
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il  c,  se  changeront  en  exponentielles,  de  sorte  que  la 
râleur  de  b,  par  exemple ,  contiendra  un  nombre  fini 
le  termes  de  la  forme  C.c^%  c  étant  le  nombre  dont 
e  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  C  une  quan- 
;ité  réelle  puisque  b  ou  sa  valeur  e  sin  cù  est  une  quan- 
ité  réelle.  Soient  Dc*^%  C'c*^',  DV%  etc. ,  les  termes 
;orrespondans  de  c,  b'^  dj  etc* ,  D,  C,  D',  ett.,  étant 
mssi  des  quantités  réelles,  la  valeur  de  e'  contiendra 
e  terme  (C*  +  D*) .  c*^',  la  valeur  de  e'*  contiendra  le 
:erme(C'*  +  D'*),c**^',  et  ainsi  de  suite.  Le  premier 
iiembre  de  1  équation  (e)  renfermera  par  consé- 
quent le  terme 

+ni!  V^'.(C''*+D"0+etc.]. 

Si  c^*  est  la  plus  grande  des  exponentielles  que  ren- 
ferment les  expressions  de  bf  c,  b^,  c',  etc*,  c*^  sera 
la  plus  grande  des  exponentielles  que  renfermera  le 
premier  membre  de  Féquation  (e)  ;  le  terme  précé- 
dent ne  pourra  donc  être  détruit  par  aucun  autre 
terme  de  cette  équation;  en  sorte  que  pour  que  son 
premier  membre  se  réduise  à  une  constante ,  il  faudra 
que  le  coefficient  dec^*  soit  nul  de  lui-même,  ce  qui. 
donne 

m  \/â.(C*+D*)+m',\/â'.(C''+D'*) 

m'  \''â.  (C*-|-D'*)+etc.==o; 


équation  qui  ne  peut  être  satisfaite,  à  moins  qu^on 
n'ait  séparément  0=0,  D=o,  €'=0,  D'=o,  etc., 

si  Ton  suppose  que  les  radicaux  \/a,  \^o!j  S/a!'^  etc.. 
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sont  de  même  signe ,  c'esi-à-»dire  que  les  corps  m , 
rrij  îri'j  etc.,  circulent  dans  le  même  sens;  d'où  il 
suit  que  les  valeurs  de  6,  c,  b\  c\  etc. ,  ne  renfer- 
ment pas  d'exponentielles,  et  que  par  conséquent 
lequation  en  h  ne  contient  pas  de  racines  imagi- 
naires. 

.  Si  cette  équation  avait  des  racines  égales,  il  en  ré- 
sulterait  des  arcs  de  cercle  dans  les  expressions  de  h  y 
c,  6',  d ,  etc.  L'expression  de  h  y  par  exemple,  ren- 
fermerait un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme  C/'. 
Soient  Dz',  ^1%  D'^%  etc. ,  les  termes  correspondans 
des  valeurs  de  c,  h\  dy  etc. ,  C,  D,  C,  D',  ete* ,  étant 
des  quantités  réelles ,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (e)  renfermera  le  terme 

e^[//^V/â.(C*+D')4-/î»V?.(C'*4-D'*)+l»V^^(C''•4-D''*)+elc.] 


j» 


et  si  f  est  supposé  la  plus  haute  puissance  de  t  que 
renferment  les  valeurs  de  è,  c,  Vy  c\  etc. ,  V^'  sera  la 
plus  haute  puissance  de  t  qui  entrera  dans  cette  équa- 
tion; il  faudra  donc,  pour  que  son  premier  membre 
se  réduise  à  une  constante,  qu'on  ait 

ce  qui  est  impossible  lorsque  les  corps  m,  zn',  ni\  etc., 
circulent  dans  le  même  sens,  à  moins  qu'on  n'ait  sé- 
parément C=o,  D=o,  C'=o,  D'=o,  etc.  Les  va- 
leurs  de  b^  c,  b%  ç%  etc. ,  ne  peuvent  donc  contenir 
ni  exponentielles  ni  arcs,  de  cercle,  et  l'équation  en  h 
a  par  conséquent  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 
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Le  cas  particulier  que  nous  avons  examine  est 
celui  de  la  nature^  où  toutes  les  planètes  circulent  dans 
le  même  sens  autour  du  Soleil.  Il  suit  donc^  de  ce 
que  nous  venons  de  démontrer,  que  les  excentricités 
des  orbes  planétaires  n'éprouveront  pas  par  la  suite 
des  siècles  d'accroissemens  considérables^  et  qu'elles 
resteront  dans  tous  Içs  temps  très  petites^  comme 
elles  le  sont  aujourd'hui. 

C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  conclure  immédia- 
tement de  l'équation 


m 


V/â.e*4-w'  s/«'.e'»+/w"  \/«".e"»  +  etc.  =  C. 


En  effet,  tous  les  termes  du  premier  membre  de 
cette  équation  étant  positifs,  loi'squ'on  suppose  que 
les  corps  /w,  /w%  ni',  etc.,  tournent  dans  le  même 
sens ,  chacun  de  ces  termes  est  plus  petit  que  la  cons- 
tante du  second  membre.  Si  l'on  suppose  donc  à  une 
époque  donnée  les  excentricités  e,  e',  e",  etc.,  très 
petites ,  la  constante  C  sera  une  fort  petite  quantité  ; 
chacun  des  termes  de  l'équatidn  précédente  restera 
donc  aussi  fort  petit,  et  ne  sera  pas  susceptible  par 
conséquent  de  croître  indéfiniment.  Mais  les  considé-? 
rations  précédent^  montrent  comment  l'étemelle 
petitesse  des  excentricités  des  orbites  des  planètes 
résulte  de  la  forme  même  de  leurs  valeurs,  et  nous 
avons  cru  devoir  les  développer  ici ,  pour  ne  rien  lais- 
ser à  désirer  sur  une  question  aussi  importante. 

66.  Considérons  maintenant  les  équations  d'où  dé- 
pend la  position  des  périhélies.  Si  l'on  remplace  dans 

L 

l'équation  tang  «  =  -,  i  et  c  par  leurs  valeurs^  oa 
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aura 

M.s^n(Aig^-/)-^M|.Sin(A^^^^/,)^^Ma.8Îp(fea^+/g)-^etc. 
a^g*=jyj .  cos(At+/)+M, .  cos(/^,  *+/,>-|-M  •  •  cos(Aa^-f /a)+etc' 

Si  de  langle  où  on  retranche  l'angle  ///-f-  Z,  en  obser- 
vant que 

tang(^-A^--Z)=    taDga>-:Jang(ft/+Q 

en  vertu  de  l'expression  précédente ,  on  aura 

*^"S^       "^~M+M^cos:[(A,-A).<+A-/]+Ma.cos.[(A.-/ï).^H.4-/]+«l 

Si  le  coefficient  M  est  supposé  plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  autres  coefficiens  M„  M»,  M3,  etc., 
pris  positivement,  le  dénominateur  du  second  membre 
ne  sera  jamais  nul;  tang(â) — ht —  /)  ne  pourra  donc 
pas  devenir  infini ,  l'angle  ca  —  hi^^-^l  n'atteindra 
jamais  le  quart  de  la  circonférence ^  et  cet  angle  sera 
compris  par  conséquent  dans  les  limites  +  go*  et 
—  90®,  entre  lesquelles  il  ne  pourra  faire  que  des 
oscillations  plus  ou  moins  grandes  y  de  sorte  que  hv^l 
exprimera  le  vrai  mouvement  moyen  du  périhélie. 

Mais  de  ce  cas  particulier  il  est  impossible  de  rien 
conclure  en  général  sur  la  natui%  de  l'angle  a»  ;  on 
doit  donc  regarder  les  mouvemens  des  périhélies 
comme  n'étant  pas  uniformes,  et  comme  pouvant 
éprouver  dans  la  suite  des  siècles  des  variations  dont 
On  ne  saurait  assigner  les  limites;  on  a  seulement  la 
certitude  qu'en  vertu  de  la  première  des  équations 
'  (r)  n*  54^  ces  variations  seront  toujours  très  lentes, 
comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 


DU  SYSTÈME  DlT  MOHIffi.  417 

67.  Concluons  de  ce  qui  précède  qae  la  stabilité  du 
système-  du^mônde  est.assurée  relàti'FeinenMiuiL  lex^ 
centrîcités  comme  elle  l^t  par  rapport  aux  grands 
axes.  Les  orbites  des  planètes ,  en  vertu  de  leurs  ac- 
tions mutuelles^  et  en  ne  considérant  que  les  varia- 
tions séculaires ,  ne  font  qu'osciller  autour  d W  état 
moyen^'ellipticité  dont  elles  s'écartent  peu  ^  de  sorte 
que  ces  orbites  dans  les  siècles  à  venir  conservei^nt 
toujours  à  peu  près  la  forme  circulaire.  Les  grands 
axes  des  orbites  demeureront  constamment  de  la 
même  grandeur,  les  moyens. mouvemeiis  qtii  en  dé- 
pendent seront  toujours  uniformes,  et  la  position  de 
ces  grands  axes  pourra  seule  éprouver  dans  la  suite 
des  variations  considérables;  enfin  les  excentiicités, 
quelques  altérations  qu'elles  subissent,  seront  sans 
cesse  assujeïties'à  la  condition  suivante  :  la  somme  de 
leurs  carrés  f  multipliés  par  tes  masses  des  corps  du 
système^,  et  par  les  racines  :  carrées  des  grande  ^  axes 
de  leurs  orbites,  restera, constamment  la,  même. 

Il  faut  bien  remarquer  que  ces  résultats,  du  moins 
quant  à  ce  <pû  regarde  les  excentricité»  et  left  peci* 
hélies,  ne  sont  exacts  qit'aux.qtiantit&  près  du  second 
ordre  par  rapnort  aux  excentricité,  aux -indinaisons 
et  aux  forces  perturbatrices.  Nous  montrerons  bientôt 
comment  on  peut  les  étendre  aux  secondes  dimen- 
sions de  ces  forcés  et  à  desi  excentricités  et  des  incli- 
naisons quelconques. 
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Variations  séculaires  des  ineUmusons  et  des  longi^ 
>  Uêdes  des  noeuds^ 

'\ 

68.  Déterminons  maînfenani  les  variations  séculaires 
des  nœuds  et  des  inclinaisons.  Leur  théorie  »la  plus 
grande  analogjîe  avec  celle  des  variations  séculaires 
des  éxce'ntrièifés  et  des  périhélies. 

En  désignant  par  Ç>  l'angle  ^ue  forme  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  m  avec  un  plan  fixe  que  nous 
supposons  très  peu  incliné  au  plan  de  cette  orbite  ^ 
et  par  cl  Tangle  que  fait  leur  commune  intersection 
avec  ,une  droite  prise  à  volonté  dans  le  plan  fixe, 
en  donnant  à  (ft  et  cJ  des  significations  analogues 
relatives  &  l'orbite  de  m\  et  en  supposant,  afin  de 
simplifier  l^s  formules , 

^  sstang^  .ànAy    y  sxttang^  •coa«i, 
p'  s=3  tang  ^' .  sin  ot',     9^=  tang  ^^  •  cos  et' , 

nous  avons  trouvé  dans^  le  n**  Ifi^  pour  déterminer 
les  variations  difierentiçlles  des  quantités  p  et  q ,  les 

équations  suivantes  :  4^' 

•  ■    ■ .     ■ .         •  '       ..,•*.■ 

Si  Ton  différencie  par  rapport  aux  variables  pet  q  la, 
valeur  de  F  du  n*  53,  on  aura 


I  * 

En  faisant  donc  pour  abréger^  comme  àdgû&  len^  65  ^ 

on  aura,  en,  négjiige^nt  le?  cadrée  4^  ex^çtridtes  et 
des  inclinaisons^ 

U  est  aisé  dç  conclure  de  là  les  tariations  diffëren- 
tielles  dé  ^  et  dé  a.  ErieflFet,  les  valeurs  que  nous 
avons  supposées  aux  quaqtil^j!  et  ç  dçjpxi/dnt  • 


*  ■  < 


tàng(p=  V>?'-t:.«%  taiig«=se. 

En  différgnciati»^  et  eh  obiservant  que  nous  héffliEeons 
les  carres  deâ  mçunai^Ons,  de  qi;u  donne  cos9  s=  i  »  on 
trouve 

Si  Ton  substitiie  pour  dp  et  rfy  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  (rt),  après  y  avoir  remplacé/;,  y, 
p'  ^  q'  par  les  quantités  que  ces  lettres  représentent, 

27.. 


on  aura         ,  / 


Jj^^[a,^3 .  tàng«>' .  sÎQ  (A  —  *')> 
_  .i-=-[«,«']4-lVi,«>*^.cos(«~a')î 

valeurs  qu'on\  aurait  pu  d'ailleurs  déduire  directe- 
ment des  fonAul$s(5)et  (6Jdu  n^4^>  comme  il  est  aise 
de  le  yérifier. 

Nô^S  i?aV6Hà  côfiâdâ^é  jusqU^ici  que  raçlîon  d*une 
seule  planète  perturbatrice  m';  l'action  des  planètes 
m'',  m'",  etc. ,  introduirait  dans  les  seconds  membres 
des  équations  précédentes  deâ  termes  semblables  à 
ceux  qulls  renferment.  Si  dans  ces  équations  on 
change  ce  qui  a  rapport  à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à 
m%  et  réciproquement^  on  aura  des  expressions  ana- 
logues pour^  >  57'  ^*  ^'^^  trouverait  de  la  même 

manière  les  valieurs  de&différèntieUes  -4: 9-^9  *4",  etc., 

relatives  à  m",  m'",  etc. j^  d'où  Ton  peut  conclure 
qu'on  aura  géneràlemetat  pour  déterminer  les  varia- 
tions séculaires  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des 
périhélies  des  orbites  des  planètes  m,  m\  nP^  etc.,  lia 
systèniè  d'équations  différentielles  suivant 


% 
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^7=C<i',o].tang^.sm(«'-*)+i:*/,a*3.taiigf'.«îi»(»'-«0+etç. 

^=-{  [^,«]+[^,o'3,+ete.)+C«  .«D-t^^  •<*•  (*'— )| 

$1= [a',a].  tang^.8in«-*)+[a',fli'].taiig^'.«in(«V*')+otc. ,/  (*) 
^==,{[a^al+Ca^a^+etcJ+Ca^«3,^-^:co.:(-•J 


etc. 


Ges.équations  sont  ^e  forme  ^absolumentfieiiiblable 
à  celles  qui  nous  ont  servi  à  détern^iner  les  ys^riations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhéHei^il^  seule 
différence  qui  existe  entre  ellés^  c'est  que  les  symboles 

^?g^J  j  fa,  a'^ ,  etc.  p  sont  ici' rempUcés  par  les  sym- 


boles [a,  ar\ ,  [^,a"] ,  etc,;  les  quantités  e,  e',  e^,  etc., 
par  tang(pi,  .tang.^%  .tang^'^,  etc.,  et  Je^ajogles  o», 
ù/ ,  etc. ,  par  a,  a! ,  etc.  Nous  pouvons  donc  appliquer 
aux  équations  précédentes  les  mêmes^considérations 
qui  nous  ont  guidés  dans  les  n®  63^'et^suivans ,  ce'<jui 
abrégera  beaucoup  ce  que  n,ous  ayons:  à  dire;  sur  cet 
objet. 

6g.  Nous yoyons.d'abord  que  si  l'on  intègre  Ips  équa-« 
lions  (b)  en  y  regardant  les  angles  ^,  ^',  etc.,^,, 
a  ,  etc. ,  comme  constans,.on  aura  pour  les  yàriatiqns 
séculaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  expressions 
qui  ne  sont  rigoureuses  que  lorsque  le  temps  i  estin^ 
finiment  petit,  mais  qui  pourront  cependant  servir 


j^y 


THÉORIE  AHALltlQUE 

pQur  les  planètes  pendant  aa  long  intervaUe.  Si  Fou 
veut  avoir  des  valeurs  plus  exactes  de  ces  variations^ 
on  réduite  en  séries  ordonnées  par  rapport  aiulemps 
les  expressions  de  ç>,  «&,  ^' f^%  etc.,  et  en  différen- 
ciant les  valeurs  précédentes  de^,  -^,  -^r,  «te,  on 

pourra  continiier  ces  séries  aussi  loin  <jue  l'on  voudra. 
Déterminons  les  expressions  rigoureuses  des  incli- 
naisons et  des  nœuds.  Il  faut  pour  cela  intégrer 
complètement  les  équations  {b) ,  ce  qui  exige  qu'on 
leur  donne  d'abord  une  autre  forme.  Faisons ,  comme 
précédemment^ 


;i  PB  tang^  •  8tna  ,  ^  xstangç  «cosa^ 
f/  sa tang^^ .  srnct^  ^'  c=  tang^'  •  cos «'> 
c»tc«  etc. 

Différencions  ces  expressions,  et  substituons  pour 
d^f  dcù,  d(p%  djoi ^  etc.,  leurs  valeurs,  noiis aurons 

^=-{[ûXI+Tû,a1+ctc.}.y  +[a,ûl./+[a,  a*]-g'+èta, 
*^^  {[a,aO+[o,o'J+6tc.}.p  — [a,a'3.p'— [a,fl^]./ 


—etc., 


.(      < 


^s=  ([«/,4+[a^a^+eta}./,'^[d',a]./,-[o>^./-etc.,)  <' 
^'=-{[a',a]'+[afy]+etc.}.<?»+[«',«»].î+[«*,«']-î'+etc,| 
^=  {[<^,a]+[a',<0+elc.}./>'-[a',a]-/,-[a',a'].p'-  etc. 


<lc 
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Ces  expressions  résultent  d'ailleurs  imméiiateilieBt 
de  celles  que  nous  avons  trouvées  directement  pour 

2^et^,nb8. 

On  obtient  aisément  plusieurs  intégrales  da.sjrstème 
d'équations  précédentes.  En  effet,  si  Ton  multiplie 

respectivement  ces  «K{UAtions  par  nn^/a  «^/^ ,  n^a .  ^ , 

nisfS  .j(  ^  m'^a'  •  q^etç.f  qu'on  les  ajoute  ensuite 
et  qu'on  intègre  leur .  somme ,  en  faisant  attention 
qu'en  vertudes  valeurs  des  quantités  [a,a^f  \p^f^9  etc.^ 
on  a 

[a,  a']*m  \/a  ^—  [a',  d^.'m!  \/a'  =  o, 

[a,  a'Q.w  \/a  —  [a",  d\.ni^ >/d'  =  o , 
etc« 
on  aura, 

.  Si  l'on  multiplie  ces ^mémes  équations,  la -première 

par  m  •  s/a^  la  troisième  par  m' m  V?^  !&  cinquième 

par  ni'.  V^>  etainsi  de  duité,et  qu^onles  ajoute, 
on  aura,  en  vertu  des  mêmes  relations , 

d'où  Ton  tire  en  intégrant 

On  trouverait  d'une  manière  âïialogue , 

''''■'—  .'— .  "     ' 

m  \/a .  (f'-^ni y/a' .  ^'-+- W \/a'. g"i4^ etc.=  const. 

Nous  étions  déjà  parvenusdans  le  chapitre  YII  à  ces 
diverses  équations  qui  exprimeat  des  relations  qui 
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dotyeut  ;  toujours  »ister  entre  lés  quantite$  p^  9fp'f 

.q\  elc.  ^  quelques  changemens  qu^elles  éprouveut,  et 

qui  pourront  servir  par  conséquent  à  vérifier  leurs 

valeurs. 

Lesjstènôre  d'é<|natioiis  différentielles  linéaires  (c) 
étant  d  ailleurs  parfaîtemeiit  semblable  à  celui  des 
équations  (P)  du  n^  64^  ou'  pourra  appliquer  à  leur 
inflation  la  vûAxuà  analyse.  On  trouvera  ainsi 

/E>=±N  .9in.(Ai4-i)-f^N,  .8Înl(//,*4"A)+Nft  .•îii..(^a^+4)+etc,/ 
^  =N  .cos.(A^+Q+I^i  .cos.(A,«+/,)+Wft  .cos:(^a^+^•)+etcj 

etc.        ' 

^9^x9  Kf  clc«^  étant  les  racines  d'une  équation  dW 
degré  égal  au  nombre  des  corps  agissans  du  système^ 
et  les  arbitraires  N,  N',  N",  etc. ,  /,  h^hf  etc.,  des 
constantes  qui  dépendent  de  la  position  des  orbites  à 
une  époque  donnée. 

Si  les  racines  A,  ht^h^,  etc. ,  sont  toutes  réelles  et 
inégales,  les  valeurs  de /?,  q^p'^q',  etc.,  ne  sauraient 
contenir  ni  e^^ponentielles  ni  arcs  de  cercle.  Or  c'est 
une  consécpience  que  Ton  peut  tirer  de  l'équation  (p), 
comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  n^  65,  pourvu 
que  les  corps  m^m! ,  m",  etc,  soient'supposés  circuler 
.  dana  le.  même  sens  ;  d-où  l'on  doit  conclure  que  les 
inclinaisons  des  orbites  planétaires  ^ur  un  plan  fîxe> 
si  elles  ont  été  très  petites  à  une  certaine  époque , 
demeureront  toujours  peu  considérables ,  et.ne  feront 
qu'osciller  entre  d'étroites  limites  qu'elles  n^  pour- 
ra out,4W)ais  i&'anqbir«  La   positic^  die^nœud^^^atu 
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contraire,  pourra  éprouver  dans  la  suîtè'des  siècle^  des 
variations  considérables,  et  leurs  mouveniens  devront 
être  regardés  comnié  n'étant  pas  uniformes. 

La  stabilité  du  système  planétaire  est  donc  aussi  as- 
surée relativement  aux  inclinaisons  des  orbites  qu'elle 
Test  par  rapport  aux  excentricités. 

70*  Les  expressions  de  p  et  ^.,  données  par  lés 
formules  (^,  offrent  un  moyen  facile  de  cotistmire 
géométriquement  les  valeurs  de  ces  quantités  par  le 
moyen  des  épicycles. 

En  effet,  que  Ton  imaginé  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  N,  et  qu'à  partir  d'un  diamètre  fixe  on  prenne 
sur  ce  cercle  un  arc  qui  comprenne  l'angle  At-f-Z, 
qu'à  l'extrémité  de  cet  angle  on  place  le  centre  d'uh 
nouveau  cercle  dont  le  rayon  soit  N„  et  qu'on  prenne 
à  partir  d'un  diamètre  mené'  parallèlement  à  celui  du 
-  premier  cercle  un  arc  qui  réponde  à  l'angle  A,^  -}-  /t , 
qu'on  place  à  l'extrémité  de  cet  arc  le  centre  d'tm 
nouveau  cercle  dont  le  rayon  soit  N^,  et  qu'on  prenne 
de  même  sur  ce  cercle,  à  partir  d'un  diamètre  parallèle 
aux  précédens,  un  arc  qui  soutende  l'angle  hjt^l^ 
et  ainsi  de  suite;  si  de  l'extrémité  du  dernier  arc/^m 
abaisse  une  ordonnée  perpendiculaire  au  diamètre 
du  premier  cercle,  cette  ordonnée  sera  la  valeur  de 
^ ,  et  l'abscisse  correspondante,  comptée  à  partir  du 
centre  du  même  cercle,  sera  celle  de  a. 

En  effet,  ilest  visible,  d'après  cette  construction,  que 
la  première  de  ces  detix  coordonnées  sera  exprimée 
par 

N  .6kï(**H-/)-+-P^..sif»(Ai<H-/0-t-N..8in(A.H-/:)-fete. , 
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et  la  seconde  par 

On  voit  de  plus  que  si  du  centre  du  premier  cercle, 
on  mène  un  rayon  vecteur  à  Textrémité  de  Tare  prk 
sur  la  circonférence  du  dernier  cercle ,  ce  rayon  sera 
l'expression  de  tang^,  et  Fangle  qu'il  forme  avec 
Taxe  des  abscisses  sera  égal  à  Fangle  a  ,  puisqu'en  effet 
on  aura  ainsi, 

tang(p=  V/>*+yS     tang<i  =  2. 

En  appliquant  la  même  construction  aux  expres- 
sions de  betde  c  du  n"*  64,  on  déterminerait  géomé- 
triquement les  valeurs  de  l'excentricité  e  de  l'orbite 
et  de  la  longitude  a>  de  son  périhélie.  La  première 
serait  égale  au  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  pre- 
mier cercle  à  l'extrémité  de  Tare  pris  sur  le  dernier 
épicycle ,  et  la  seconde  a  l'angle  que  forme  ce  rayon 
avec  l'axe  des  abscisses. 

7  X  •  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  fixe  le  plan 
auquel  nous  avons  rapporté  la  position  des  orbites  pla« 
nétairesy  mais  les  astronomes  ont  coutume  de  la  rap* 
porter  au  plan  mobile  de  l'écliptique  ou  de  l'orbite 
que  décrit  la  Terre  autour  du  Soleil  dans  son  mouve- 
ment annuel  ;  c'est  en  effet  du  plan  de  cette  orbite 
que  nous  observons  tous  les  mouvemens  célestes.  Il 
est  donc  nécessaire ,  pour  rendre  les  formules  précé- 
dentes immédiatement  applicables  aux  usages  as- 
tronomiques, de  montrer  comment  elles  peuvent  être 
modifiées  de  manière  à  déterminer  directement  les 
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variations  des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites 
des  corps  m,  m%  m'p  etc.,  par  rapport  à  l'ôrbiYb 
mobile  de  l'un  d'entre  eux  pris  à  volonté ,  relative- 
ment à  Forbite  de  m,  par  exemple.  Soient  donc  X^ , 
jr^ ,  z^  les  trois  coordonnées  de  ni  rapportées  à  un  plan 
fixe  quelconque;  soit  z  l'ordonnée  d'un  point  situé 
sur  rôrbite  de  m  et  répoujdant  aux  mêmes  abscisses 
a/  etjr^}  nous  aurons 

Si  Ton  suppose  très  petite  Tihclinaison  mutuelle 
des  deux  orbites  ainsi  que  leur  inclinaison  sur  le 
plan  fixe,  la  différence  2' — s=: — (p' — pj^^^^hi^'^^^y 
des  deux  ordonnées  z'  et  z  exprimera  à  très  peu  près 
la  bauteur  de /ti' au-dessus  de  l'orbite  de  m.  Orjt  si  l'on 
désigne  par  z/  cette  hauteur,  et  par  (pj  etct/  l'in- 
clinaison et  la  longitude  du  nœud  de  Torbite  de  m' 
sur  l'orbite  de  m,  on  a.  aussi,  à  très  peu  près, 

2'^=— tang^'^ .  sinA^^ .  a/ H-  tang^'^.  cosx\.y, 

d'où  Ton  çondura 

tang  ^'^ .  sih  cl\  z^p^'^p ,     tang^'^ .  cos  af^ = ^—  q , 

et  par  conséquent  '    ' 

Oa  déterminera  aisément,  au  moyen  de  ces  deux 
équations,  le  lieu  du  nœud  commun  et  l%ieliiiai^n 
mutuelle  des  deux  orbites. 

Si  Ton  suppose  que  le  plan  fiise  lauquel  se  rappor- 
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tent  les  quantité  PfP'i^f  ^  ^o^t  celui  de  Porbtte  de 
^  à  une  époque  donnée,  on  aura  pour  cette  époque 
pzsezOf  9  =3  o<  Mais  les  diffisrentielles  dp  et  dç  ne 
seront  pas  nulles  et  en  différenciant  les  valeurs  pré- 
cédentes on  aura 

ûf^'^ss  (dp'—  dp) .  8m«'-f  {dq'  —  dq) .  oosa', 
-  ,        {dp' '^dp)  .  cos«'  —  (jdq' '"^dq)  .  Ana' 
'  taDg  qf 

En  substituant  pour  dp^  dq^  dp\  d(f  ^  leurs  valeurs 
précédentes,  on  trouvera 

dâl 

^  =  {[flf,a']  —  [;a,a*]).taiig^^.8În,  (*'  —  «•) 

+{[a^a•]-[a,a^}.  Jj^^"  . cas (•'—-) +etc. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  des  formules 
semblables  pour  déterminer  les  variations  des  incli- 
naisons et  des  nœuds  des  orbites  de  ni'  y  m"'p  etc.., 
relativement  à  l'orbite  de  m.  Quant  au  degré  de 
précision  de  ces  réductions,  il  est  facile  de  se  con^ 
vaincre  qu'elles  sont  exactes ,  aux  quantités  près  du 
troisième  ordre ,  relativement  aux  inclinaisons  mu- 
tuelles des  orbites;  en  sorte  qu'on  pourra  toujours 
les  employer  comme  tout-à«*fait  rigoureuses,  tant 
qu'on  ne  voudra  pas  pousser  au-delà  les  approxima-* 
tions. 

72.  9e  ce  que  nou^  avons  démontré  dans  le  n""  69 
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il  résulte  que  la  stabilité  du  système  solaire  jest  as- 
surée, relativement  aux  indiuaisous-des  orbites  pla- 
nétaires ,  comme  elle  l'est  par  rapport  aux  excentri- 
cités. L'action  réciproque  des  planètes  les  unes  sur 
les    autres  ;   à  laquelle  sont  dus    les  déplacepiens 
séculaires  de    leurs    orbites,  ne  cause  dans  leuns 
inclinaisons  mutuelles  que  des  variations  comprises 
entre  d'étroites  limites  qu^elles  ne  pourront  jama;îs 
dépasser;  elles  resteront  par  conséquent  toujours  très 
petites^  comme  elles  le  spnt  aujourd'hui.  La  position 
des  nœuds  pourra  au  contraire  éprouver  dans  la 
suite  des  temps  des  altérations  considérables,  et  Ton  ne 
devra  pas  regarder  leurs  mouvemens  comme  uni-* 
formes.  Enfin  ^  quelles  que  soient  les  altérations  que 
subissent  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires^  elles 
seront  toujours  assujetties  à  la  condition  suivante  :. 
Zàa  somme  de  leurs  carrés  ^  multipliés  par  les  masses 
des  corps  du  sjrstème  et  par  les  racines  carrées  des 
grands  axes  de  leurs  orbites ^  demeurera  constamment 
la  même. 

Nous  étendrons  bientôt  ces  résultats,  qtli  ne  ^nt 
exacts  qu'auxquantités  près  du  second  ordre  par  tâji^ 
port  aux  excentricités ,  aux  inclinaisons  et  aux  masfês 
perturbatrices,  au  cas  où  Von  a  égard  au*  carré  de 
ces  masses  et  à  foutes  les  puissances  des  excentricités 
et  desf  inclinaisons. 
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1 

i 

PTariatian  séeubure  de  la  longitude  de  V époque. 

•yS.  H  ïions  reste ,  pour  compléter  la  théorie  des 
variations  séculaires^  à  cpusidérer  les  variations  du 
sîxièmeélément  des  orbites  planétaires^  de  celui  qui, 
dans  Tellipse  non  troublée ,  dépend  delà  position  de  la 
planète  à  une  époque  donnée ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  de  Finstant  de  son  passage  par  le  périhélie. 

Pour  bien  concevoir  l'importance  de  cet  élément, 
il  faut  remarquer  que  c'est  de  la  variation  séculaire 
de  la  longitude  t  dé  l'époque ,  que  dépend  celle  de  la 
longitude  vraie  de  la  planète  dans  son  orbite,  c'est- 
à-dire  de  la  coordonnée  la  plus  nécessaire  pour  la 
détermination  exacte  de  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet,  tXL  nommant  v  cette  longitude,  on  a,  par  les 
formules  du  n*  24  > 

en  débiguf^^t  par  x  ui^e  suite  de  sinus  des  multiples 
de  Fanç^aliq  moyenne^;  4^  ^  —  c^  multipliés  par  ks 
puis^nce^  de  rexx^erjtrioité  ^.  Or,  si  l'on  regarde 
comme  y^fiables  leç.  élémç»^  elliptiques,  :  et  qu'on 
ne  considère  que  la  partiç  ^op  périodique  de  la  v^iria-* 
tion  dex,  il  est  évident  que  cette  partie  sera  une 
fonction  des  élémens  de  la  planète  troublée  et  de  la 
planète  perturbatrice  de  l'ordre  m';  en  sorte  que  si  l'on 
y  regarde  de  nouveau  ces  élémens  comme  variables, 
en  vertu  de  leurs  variations  séculaires,  les  termes  du 
second  ordre  contenus  dans  cette  fonction  seront  sim- 
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plement  proportionnek  au  teimps  ^,  et  s'ajouteront 
au  moyen  mouvement  nt  dans  la  valeur  de  1^  ;  et  I^ 
termes  dépendant  du  carré  du  temps  i,  les  seuls , 
comme  nous  le  dirons,  qu'il  importe  de  considérer, 
seront  du  troisième  ordre  et  pourront  toujours  être 
négligés*  Nous  ayons  vu  d'ailleurs  que  lé  moyen 
mouvement  nt  n'était  soumis  à  aucune  variation  sé- 
culaire; la  seule  variation  de  cette  espèce  dépen- 
dante du  carré  du  temps  ,  dont  puisse  être  affectée  ta 
longitude  v,  est  donc  celle  qui  provient  de  la  varia- 
tion de  la  lonjgitude  e  de  Tépoque,  et  c'est  une  ràÎ8(m, 
par  conséquent  jf  de  l'examiner  avec  soiii* 

74*  Reprenons  la  valeur  de  di  donnée  par  la  troh- 
sième  des  formules  (ii)^  du  n^4^. 

Si  Fon  diffét^encie  ht  valeur  (m)  de  la  fonctionF,  n**5S , 
relativement  au:ir  constantes^  e  et  a^  |e^  qu'il  la  place 

des  différentielles  partielles  -^T"  >    "3 —  »    'T^^  ^^ 

substitue  leurs  valeurs  doni^ées  en  fonction  de  B(^)  fst 
B^"^,  par  le  n*  52,  savoir, 

a^      3a.BCo)+a-.BCO    cfflCQ     3.^BCoH(.^).BC0 
on  trouvera 


43s  THÉORIE  AlTALT^tlE 

si  l'on  suBstitae  ces  valeurs  dans  Tequation  (a) ,  en 
négligeant  les  puissances  de  «supérieures  à  la  seconde 
et  en  faisant ,  pour  abréger^ 

/ — -A  m'.an.r(3«V-i5aa'»).BC«)— (aa<+i2à*a'»-iOrt'0.BW] 

I  £Z«£Z    1  !!I2"""w  lin Il  I  ■      I    .1.  .11  I  ^ 

V222J«  2.4.(a»-^") 

/ — P>  TO'.a''a».(3ao'.BW+«».BC'>) 

quantités  que  Ton  peut  exprimer  aussi  en  fonction 
de.(£ï,û').et  de  («XX  pour  les  avoir  sous  la  même 

forme  que  les  quantités  analogues  [a,ar\ ,  | a,  a\  En 

eflfet,  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  B  ^*^  et  B^*^,  que 
nous  nWons  introduits  que  pour  la  commodité  du 
calcul;  par  leurs  valeurs  données  n''  5i, 


f\f 


2 . (a, a)  u^,x 3 .  (a, a') 


Les  quantités  (a,  a)  et  (a,ay  représentant,  comme 
on  sait ,  les  coefficiens  des  deux  premiers  termes  du 
développement  de  (a*  —  2  aaf. cos  ^  +  a'*)*^^  série, 
de  sorte  que  Ton  a 
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f — j-v         ni .  a».[]aa*.(a, a')  +  3ag^.(g,aV3 
\cifr^—   (a'»_a»)»  * 

. — ...  jï»' ,  a» .  f  1 2 .  a'o'.  («,a') — 3 .  {Zc^a' —  aa'') .  {a,aY^ 

__.  OT'.a«.[:3.(a'-5a'')W.(a^')^3.(aH'6a V—  5a%(fl,  oQT 

(o^a  ;.=-  — 4".  (?ï=I^7 

(^ajajs=  4.  (a""— a»)"  ' 

on  aura 

On  voit  par  celte  expression  qne  si  dans  la  valeur 
de  di  on  n'avait  égard  qu'aux  termes  du  premier 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons^ comnve  nous  l'avons  fart  pour  la  détermination 
des  variations  séculaires  des  autres  élémens  de  Torbite, 
le  second  membre  de  l'équation  précédente  se  rédui- 
rait à  une  constante  j  dans  le  cas  même  où  l'on  consi- 
dère  le  carré  des  forcés  perturbatrices.  Il*  en  résul- 
terait par  l'intégration  dans  la  valeur  de  €  un  terme 
proportionnel  au  temps  <][ui  s'ajouterait  au  moyen 
mouvem'ent  ni  dans  la  valeûrTz^-f-e  de  la  longitude 
moyenne ,  nous  verrons  bientôt  que  les  termes  de 
cette  espèce  demeurent  toujoursînsensîbles;  d'où  Fon 
doit  conclure  que  si  la  longitude  é  de  l'époque  est 
soumise  à  une  variation  séculaire^  elle  ne  penVVlé- 
pendre  que  des  termes  de  la  valeur  de  dg  du  second 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons; 
c'est  par  cette  raison  que  nous  avons  conservé  ces 
termes  dans  l'éq^tion  {b). .... 

Tome  L  28 
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Si  Ton  suppose ,  comme  dans  les  n°  4^  et  &^  , 

bz=:e  .  siaoù,     t/:=,e' .  sinû)', 
c  =z=  e .  co^cûf     g'z=:  e' .  côsa»'^ 

la  formule  {b)  deviendra 

^=  (^)+(tf:).  ^  c^'+c) +(ii'X  ihv+cc') 

Cette  formule  servira  à  déterminer  la  variation 
séculaire  de  la  longitude  s  de  l'époque,  causée  par 
Faction  de  la  planète  perturbatrice  m'  ;  l'action  des 
planètes  /w'%  m'" ^  etc. ,  ne  fera  qu  ajouter  au  second 
membre  de  l'équation  précédente  des  termes  sem- 
blables y  qu'on  obtiendra  en  y  marquant  successive^ 
ment  d'un  accent  de  plus  les  lettres  a!  ^b'  ^  c'  ^  p'  et  (f'. 
Si  dans  l'expression  résultante  on  change  ce  qui  a 
rapport  à  la  planète  /7i  en  ce  qui  est  relatif  k  m\  et 
réciproquement,  on  aura  une  formule  semblable  pour 
déterminer  la  variation  di'^  relative  à  m';  ^t  Ton  aurait 
de  la  même  manière  les  variations i/^' ,  di^'\  etc.,  qui 
se  rapportent  à  m'^  m"' ,  etc.  Nous  continuerons,  pour 
plus  de  simplicité,  à  ne  considérer  que  l'action  mutuelle 
de  deux  planètes /it  elm\  ce  que  nous  dirons  pouvant 
aisément  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  corps 

I^OHS  aurons  ainsi 


dt 


+0.  •(*'*+«")+(£f).  'ibV-i-cc')   ) 
+(?^),.CCp'^j>)»+(y'-î)«--i^c'3.  ( 


(a) 


il  est  aisé  de  vérifier  sur  les-  équations  (i)  et  (:i)  la 
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relation  que  nous  avons  vue  exister  généralement 
entre  les  variations  séculaires  des  longitudes  d'un 
système  quelconque  de  planètes  /w,  m',  ni' ,  etc.  En 

effet,  si  l'on  multiplie  la  première  par  m  s/a^  la  se- 
conde par  m'  sjd  ^  qu'on  les  ajoute  en  observant  que 
a  \Ja  .  n  =  d\/a! .  7i'= i ,  et  que  les  valeurs  que  nous 

supposons  aux  quantités^^i,  a!j ,  (a',  a\  etc.,  donnent 
m  \/a  •  (Âi?)+m'  V^'-(^)  =  mni . A^*>, 

my  a.\a^\^  ni  ^  d  .\d^î==ini  ^  ci  »(a\cL\i'^m  V  ^'{^^^i 
=  — j  .  mni  .  aa!  •  BCO;  rn  y  a, (û,a' j^  -^rri^ d  .  (û',o\ 

=  - .  mni .  F-  .ad.  BC»)—  {a^^d") .  BCoH 

mV^ a,^c^^^+ni  \/d'.Çd^^^:sz~.mm\aa  .BCO 

on  aura,  en  mettant  la  fonction  F  du  n®  53,  à  la 
place  de  la  valeur  qu'elle  représente 

m  V^^'Jf^^'  V^û'.^=2TO.F+^/»OT'.aa'.BC0.(6«+c«+y*4.c'») 
+  imiw' .  [^-ao'.BC<»)—(a*+tt'*).BCOn .  (ii'  +  cc'), 

équation  qui,  en  substituant  pour  B^*^  et  B^'^  leurs  va- 

leurs,  et  lès  symboles  [a,a']f  (f^J  '  h  pl^  des 
quantités  qu'ils  représentent ,  devient 

La  fonction  F  est  constante  relativement  aux  varia- 
tions séculaires  n*  Sj;  ilerf  est  de  même  de  la  fonc- 
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tioa 

•  En  qffet,  si  on  la  différencie  parrapport  a  b,  b' ,c, 
i^l'.f  <oi({\^\on  substitue  pour  db,  db' ,  de  y  de'  leurs 
yaleprs  données  par  les  équations  (P)  du  n®  64  9  dans 
lesquelles  on  ne  considérera  que  l'action  de  deux 
planètes  ni  et  /w' ,  et  qu'on  observe  que  l'on  a  par  les 
n°'  66  et  69 

d'où  l'on  tire  par  conséquent 

"on  vewa  que  cette  différentielle  se  réduit  à  zéro, 
^însi  donc  le  second  membre  de'Téquation  (c)  est 
constant  ;  de  sorte  que  si  l'on  ne  considère  dans  de  et 
rfé'  que  les  termes  qui  sont  dépendans  du  temps  ^,  on 
pourra  ,en  faire  abstraction  ^  et  l'on  aura  entre  ces 
termes  l'équation 

m  \Ja .  de  +  m'\/a' .  de'=o.  (3) 

j      .   •  ■     ..  .....  .    .-  .    . 

Nous  verrons,  comme  nous  l'avons  dit  n^yS,  qu'il 
est  inutile  d^avoir^ard  dans  les  expressions  4es  va- 
riations séculaires  dé  £  et  dé  é'  aux  termes  sîmpiement 
proportionnels  au  temjis^  parce  qu'ils -sç,  confondent 
avec  les  moyens  mouvemens  nt  et  n't  dans  les  expres- 
sions des  longitudes  moyennes  de  ttî  et  de  m' ,  et  qu'ils 
demeurent.  d*aiUeurs .  toujours  inseii^ibles;  (On  aura 
donc  immédiatement,  au  moyen  de  l'équation  précé- 
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dente ,  la  variation  séculaire  de  e'  lorsque  celle  de  € 
sera  connue,  ou  si  Ton  a  calculé  séparément  ces  va- 
riations ,  cette  équation  servira  à  vérifier  les  valeur* 
trouvées.  Ces  valeurs  seront  de  signes  contraires,  et  en 

raison  inverse  des  produits  m  \/a  et  /w'  \/a' ,  ce  qui 
s'accorde  avec  le  résultat  auquel  nous  étions  parvenus 
par  une  autre  voie  n*  56. 

75.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  la 
valeur  de  €5  pour  cela  reprenons  la  formuler  (i) 

^^=  (iZ) + (iZ).  •  (** + ^0 + SX  •  (W'  +^c') 

Pour  intégrer  cette  formule ,  il  faut,  dans  le  second 
membre,  remplacer  les  quantités  b,Cf  b\  c',,pf  p\ 
g  f  ç'  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  t.-  Or 
nous  avons  donné  deux  moyens  de  les  obtenir,  Tun 
qui  peut  servir  à  déterminer  ces  valeurs  pendant  plu- 
sieurs siècles  avant  ou  après  Tépoque  que  l'on  a  choisie 
pour  origine  du  temps ^Tautre  qui  embrasse  un 
nombre  d'années  indéfini.  En  substituant  donc  les 
premières  valeurs  dans  lé  second  raembi^e  de  Féqua- 
tion  (i),  on  aura,  pour  déterminer  la  variation  delà 
longitude  s  de  l'époque,  une  expression  qui  pourra 
s'étendre  h  plusieurs  siècles,  ce  qui  suffira  presque 
toujours  aux  besoins  de  l'Astronomie,  et  en  employant 
les'secondes,  une  expression  qui  fera  connaître  sa  va- 
leur exacte  lorsque  cela  sera  jugé  nécessaire. 

Si  l'on  désigne  par  b^,  c,,  b\,  c\,  p^,  q^,p\,  q\,  les 
valeurs  de  i,  c,  b' ,  c\p  ^q  ^p'  y  q'  relatives  à  l'époque 
d'où  l'on  compte  le  temps,  lés  équattons  (P)  et  {ù)y 


(0 
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n"*  64  et  69,  donneront,  après  les  avoir  intégrées  en  y 
regardant  les  élémens  elliptiques  comme  constans  ,  et 
en  négligeant  les  termes  très  petits  de  l'ordre  t*, 

*•+  c*===  v+  ^/•+2-(*'%+^/#)  •  '> 

Qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  Féquatîon  (i)  §t 
qu'on  fasse  pour  abréger 

"'  dt     *'  d«  J» 

on  aura 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

cTe  =  A .  ««  +  B<*. 
C'est  l'expression  de  la  variation  de  la  longitude  et  de 
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l'époque  qui  doit  être  ajoutée  à  cette  longitude  dans, 
l'expressîon  de  la  longitude  moyenne  nt  +  e. 

Le  terme  X.nt  ne  feit  qu'augmenter  le  moyen 
mouvement  primitif  dans  le  rapport  de  i  à  i  -f- A, 
de  sorte  que  le  moyen  mouvement ,  tel  qu'il  doît  ré- 
sulter des  observations,  sera  (i  +  A), fit,  et  semblera 
répondre  par  conséquent  à  une  distance  moyenne 

égale  à  — • ;.  Ainsi  connaissant  cette  distance  qui 

est  celle  qui  provient  de  la  comparaison  des  temps 
périodiques,  on  pourra  déterminer  la  distance  primi- 
tive a  qui  enfre  comme  élément  dans  le  calcul  des 
perturbations;  mais  la  quantité  A  étant  une  fraction 
infiniment  petite,  puisqu'elle  est  de  l'ordre  des  masses 
m  et  m%  il  ne  résultera  de  là  qu'une  correction  insen- 
sible et  de  nulle  considération  dans  les  distances 
moyennes.  On  peut  donc  n'avoir  aucun  égard  à  l'eflet 
du  terme  dont  il  s'agit. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  terme  B^^  qui , 
croissant  comme  le  carré  du  temps,  produit  dans  l'ex- 
pression de  € ,  et  par  conséquent  dans  celle  de  là  lon- 
gitude moyennne  de  m,  une  véritable  inégalité  sécu- 
laire. U  ne  restera  plus  qu'à  savoir  si  la  valeur  du 
coeiEcient  B  est  assez  grande  pour  que  cette  inégalité 
puisse  devenir  sensible  par  les  observations.  Gomme 
ce  coefficient  est  du  second  ordre  par  rapport  aujc 
masses  m  et  /?»',  il  est  à  présumer  qu'il  sera  toujours 
fort  peu  considérable.  En  effet,  dans  la  théorie  des 
planètes,  le  terme  B^*  est  insensible  et  l'on  peut  le 
négliger;  dans  là  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  par 
exemple ,  celles  de  toutes  les  planètes  dont  les  per-^ 
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turbations  sont  les  plus  considérables ,  ce  terme  est 
pour  Jupiter, 

—  o^,oooooo65oi .  i^y 

d'où,  en  yertn  de  Féquation  (3),  on  conclut  pour  Sa- 
turne 

H-o'.oooooi5ii4  •  ^f 

t  désignant  un  nombre  d'années  juliennes.  Ces  inéga- 
lités ne  s'élèveraient  pas,  par  conséquent,  à  un  soixan- 
tième de  seconde  sexagésimale  dans  un  siècle;  elles 
sont  insensibles  par  rapport  aux  plus  anciennes  ob- 
senrations  quîjious  soient  parvenues. 

Mais  ce  même  terme  devient  très  sensible  dans  la 

^    théorie  de  la  Lune ,  et  sert  à  expliquer  la  variation 

séculaire  que  les  observations  ont  fait  remarquer  dans 

l'expression  de  sa  longitude.  En  effet  ce  terme  est 

pour  la  Lune 

o". 00102066  •^•. 

De  sorte  que,  dans  un  siècle,  cette  inégalité  peut 
s'élever  à  plus  de  10",  ce  qui  s'accorde  assez  bien 
avec  les  observations  qui  la  fout  monter  à  9'  à 
peu  près.  En  multipliant  10',  2066  par  le  carré  du 
nombre  de  siècles  écoulés  depuis  l'époque  d'où  l'on 
compte  le  temps ,  on  aura  l'accélération  du  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  due  à  son  équation  séculaire. 
76.  Déterminons  maintenant,  quoique  cette  donnée 
paraisse  peu  nécessaire  dans  l'état  actuel  de  l'Astrono- 
mie, la  valeur  exacte  de  la  variation  séculaire  de  £.  Il 
faudra  pour  cela  substituer ,  comme  nous  l'avons  dit , 
dans  l'expression  de  ds,  les  valeurs  des  quantités  &,  c,  V, 
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c\  py  qy  p\  c'y  déterminées  par  les  formules  <^es 
n*  65  et  69 ,  et  comme  ces  valeurs  sont  exprimées 
par  des  suites  de  sinus  et  de  cosinus  d  angles  croissant 
avec  le  temps  ty  la  variation  di,  sera  intégrable»  Les 
termes  constans  qu'elle  pourra  contenir  donneront 
dans  €  des  termes  proportionnels  au  temps  qui  se 
confondront  avec  le  moyen  mouvement  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  moyenne ,  et  les  termes  en 
.sinus  et  cosinus  produiront  des  termes  semblables  qui 
exprimeront  les  variations  séculaires  dont  cette  lon- 
gitude peut  être  affectée. 

Les  formules  du  n®  65  donnent ,  en  ne  considérant 
que  Faction  mutuelle  de  deux  planètes  m  et  m!  y 

è*  +  c»  =  M*  +  M^  +  2.MM,.cos.[(A'— ^).f  +  Z— /] 
è'*+c'=M'*  +  M'»,-f  2.M'MVcos.[(A,  — A)^+/,  — /] 
iy+cc'=:MM'+M^M;+(MM;+M'MJ.co8.[(ft— A)«+/— /]. 

I 

On  a ,  en  second  lieu  y  en  nommant  ^  l'inclinaison 
mutuelle  des  deux  orbites,  et  en  remarquant  que  cette 
inclinaison  est  invariable ,  n*'  55 , 

N  étant  une  constante. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (i),  en 
faisant  pour  abréger 

A'»=(5^')+g2),  .  (M»+  M/)  +  (^').  .(MM'+M,M;) 

+(^)3.[n»-m"-m;''], 

B'=2.  (^'),  .MM'— a.(^),  M'M',+(^),  .(MM;4-M;tf'), 
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OB.  aura         .        -     '     '\- 

cfe  =  A'.  wA4- F.  cos .  [(Ji^—  A) .  i H-  /,—  /]  .  dt.  (d) 

Si,  dans  cette  équation,  on  négligé  le  premier 
terme  du  second  membre  qui  ne  produit  dans  l'ex- 
pression de  é  que  des  termes  proportionnels  à  nt, 
termes  dont  on  peut  faire  abstraction  comme  nous 
Tayons  vu  n*  76 ,  on  aura  en  intégrant 

cTéss  ,  _^- .  sin  .[(Ay— A)  •t+l^ — Ij. 

C'est  l'expression  de  la  variation  séculaire  de  la 
longitude  de  l'époque  relative  à  un  temps  t  quel- 
conque. ^ 

Cette  variation  séculaire,  comme  celles  des  autres 
<^émens  de  l'orbite  elliptique,  est  périodique  ;  mais  sa 
période ,  qui  dépend  de  l'argument  h^ —  h,  est  extrê- 
mement longue.  Nous  verrons,  par  exemple,  dans  la 
théorie  des  planètes,  que,  pour  Jupiter  et  Saturne,  elle 
est  de  70414  années. 

L'expression  précédente  de  J^g  monti^e  encore 
comment  la  variation  différentielle  de,  quoique  com- 
posée de  termes  de  l'ordre  des  masses  m  et  m' ,  peut 
cependant  devenir  sensible  dans  la  suite  des  siècles,  en 
acquérant  par  l'intégration  un  très  petit  divisi^r 
A'  — A  du  même  ordre.  Nous  montrerons  toutefois, 
lorsque  nous  appliquerons  les  formules  précédentes 
à  la  théorie  des  plai^ètes,  que,  relativement  à  Jupiter 
et  à  Saturne,  celles  d'entre  elles  dont  les  masses  sont  le 
plus  considérables,  ce  coefficient  ne  s'élèverait  guère 
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qu'à  un  millième  de  seconde ,  et  que  par  -conséquent 
les  variations  séculaires  de  la  longitude  de  Tépoque 
peuvent  être  regardées  dans  cette  théorie  comme  ab- 
solument insensibles,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
nous  avons  dit  dans  le  n^  75. 

Enfin  la  formule  (<i)  peut  servir  à  trouver  une  valeur 
de  €  plus  exacte  que  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  n°  cîté,  en  réduisant  en  série  ordonnée  par 
rapport  aux  temps  t  les  sinus  qu  elle  renferme,  et  en 
négligeant  les  termes  constans  ainsi  que  ceux  qui  sont 
simplement  proportionnels  à  t,  et  qui  se  confondent 
avec  le  mouvement  moyen  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne. 

De  la  stabilité  du  système  solaire. 

'j'j.  Nous  avons  vu,  dans  len*  65,  que  la  stabilité 
du  système  solaire  reposait  sur  deux  conditions:  i  ''•  l'in- 
variabilité des  grands  axes  des  orbites  planétaires, 
2**.  le  peu  d'étendue  des  limites  dans  lesquelles  doi- 
vent être  constamment  renfermées  les  variations 
séculaires  de  leurs  excentricités  et  de  le\irs  inclinai- 
sons. 

Nous  avons  démontré  la  première  proposition  en 
ayant  égard  a  toutes  les  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons ,  et  en  portant  les  approximations 
jusqu'aux  carrés  des  masses  perturbatrices. 

Nous  avpns  prouvé  ensuite,  en  regardant  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons  comme  de  très  petites 
quantités  dont  il  est  permis  de  négliger  les  carrés , 
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et  les  produits,  que  les  orbites  des  plantes  resteront 
dans  tous  les  temps  prescpie  circulaires  et  peu  in- 
clinées les  unes  aux  autres ,  comme  elles  le  sont  au- 
jourd'hui. Cette  approximation  suffit  sans  doute  aux 
besoins  de  l'Astronomie;  mais  le  principe  de  la 
conservation  des  aires  fournit  une  démonstration 
nouvelle  de  cette  proposition ,  qui  a  Tavantage  d'em- 
brasser toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  et  qui  peut  même  s'étendre  aux  termes 
du  second  ordre ,  par  rapport  aux  forces  perturba- 
trices. Comme  un  point  aussi  important  dans  la  cons- 
titution du  système  du  monde  ne  saurait  être  établi 
avec  trop  de  précision ,  nous  allons  la  développer  ici, 
et  prouver  par  ce  moyen  l'éternelle  petitesse  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  des  orbes  planétaires, 
en  poussant  les  approximations  aussi  loin  que  nous 
l'avons  fait  pour  démontrer  l'invariabilité  de  leurs 
grands  axes. 

Reprenons,  pour  cet  effet,  les  trois  intégrales  que 
nous  ont  fournies  n**  9,  en  vertu  du  principe  cité, 
les  équations  différentielles  d'un  système  de  corps  //i, 
n/,  ni* j  etc.,  circulant  autour  de  M.  Ces  formules 
peuvent  s'écrire  ainsi 

C,  C,  Ç'  étant  des  constantes  arbitraires. 
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Il  est  aisé  de  retrouver,  au  moyen  de  ces  équations, 
les  diverses  relations  qui  existent  entre  les  excentrici- 
tés et  les  inclinaisons  des  orbites  d'un  système  de 
corps,  /w,  rrl  j  ni' ^  etc.  En  eflfet,  jdx-^xdjr  est  le 
double  de  l'aire  que  décrit  pendant  Tinstant  dt  la  pro- 
jection  du  rayon  vecteur  de  m  sur  le  plâri  des  cty. 
L'aire  décrite  par  ce  rayon  sur  le  plan  de  Torbite  sup- 

"^  tlt.  . 

posée  elliptique  pendant  l'instant  dt  est  — VfAû.(i-e*)j 

pour  rapporter  cette  surface  au  plan  des  JCjr,  il  faut 
la  multiplier  par  le  cosinus  de  l'inclinaison  (p  de  l'or- 
bite sur  ce  plan  ;  on  aura  ainsi 


'         ^       \       \^  tang*© 


ydx  —  «d' 


On  aurait  de  même,  par  rapport  à  ni , 

ydx'  —  x'dy'       ./-T—r-t 77.        ^      .   A.a'.(i_/*) 

dt  y  r'         \  ^        *'       V      I  +  tang>'    ' 

et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  remarquer  que  ces  valeurs  déduites  de  là 
considération  du  mouvement  elliptique  subsisteront 
encore  dans  le  cas  du  mouvement  troublé,  puisque 
pendant  chaque  intervalle  de  temps  infiniment  petit 
dt ,  leé  corps  tti  ,  m' ,  etc. ,  sont  supposés  se  mouvoir 
dans  des  orbes  elliptiques;  seulement  il  faudra  alors 
regarder  les  élémens  Uyo! ^e^  e',  ^,  ^',  elc,  comme 
variables  en  vertu  de  leurs  inégalités  périodiques  et 
séculaires.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  ces 
dernières  variations.  Cela  posé,  si  l'on  Isubstitue  les 
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valeurs  précédentes  dans  la  (>reniière  des  équations 
(Â),  qu'on  néglige  les  niasses  m,m\  etc. ,  par  rapport 
à  la  masse  M  du  Soleil  prise  pour  unité  ^  ce  qui  donne 
fc  =  I ,  f&'=  ly  et  qu'on  fasse  d'abord  abstraction  des 
termes  qjoi  sont  de  l'ordre  du  carre  des  forces  pertur- 
batrices,'on  aura 

^'  \/  —Tz — ï^-h^  •  \J — rr — r-7+etc.=C,  (a) 

C  étant  une  constante  égale  à  la  valeur  dû  premier 
membre  de  cette  équation  dans  un  instant  donné. 

Cette  équation  exprime  donc  une  relation  qui  doit 
toujours  exister  entre  les  excentricités  et  les  inclinai- 
sons des  orbites  planétaires,  quelques  changemens  que 
leurs  valeurs  éprouvent  dans  la  suite  des  temps  en 
vertu  de  leurs  variations  séculaires. 

Si  Ton  néglige  les  quantités  de  l'ordre  e*  et  e*  ^'^ 
cette  équation  devient 

m  V/â+m'  V/â'+etc.-i.m  ï/â.[e*+tang«Ç)]— m'  V/a^.[tf'*+tMigy] 
—  etc.=C 

On  peut  faire  passer  dans  le  second  membre  la  partie 

m  \/a  +  ni  \/«'|+  etc.,  qui  est  constante  puisque  a, 
a\  etc.,  sont  constans séparément;  on  aura  donc,  aux 
quantités  près  de  l'ordre  e^  et  e*^*, 

m  v/â.(if»+  tang*^)+jw'  kV.  (/*+  lang^^O + etc.  =  const.  (a) 

Nous  avons  vu ,  n**  54>  que  lorsqu'on  n'a  égard 
qu'aux  premières  puissances  des  excentricités  et  des 
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inclinaisons^  }es  variations  séculaires  de  ces  élémens 
sont  données  par  des  équations  différentielles  indé- 
pendantes les  unes  des  autres  ^  c'est-à-dire  que  les 
variations  des  excentricités  sont  les  mêmes  que  si 
les  orbites  étaient  dans  un  même  plan  ,  et  que  les 
variations  des  inclinaisons  sont  les  mêmes  que  si  ces 
orbites  étaient  circulaires.  L'équation  précédente ,  en 
y  supposant  tour  à  tour  ^=o,  ^'=o,  etc.,  et  e=:o, 
€?'=o,  etc.,  donnera  donc>  dans  ce  cas, 

m  \/ a. 6^-+- m'^af  .e[^^eic.z=zcousta.nte, 
m  v/^.tang*^  +  /7i'  \/a',  taog*^'H-etc.  =  constante , 

équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus  dans 
lesn*"  54,  65  et  69. 

Si,  dans  la  seconde  des  équations  (Â),  on  substitue 

de  même,  à  la  place  de ~ — ,  sa  valeur  v//ï.(i-e*) 

multipliée  par  le  cosinus  de  Tangle  que  forme  le  plan 
de  l'orbite  avec  le  plan  des  xz ,  cosinus  qui  est  égal  à 
sin  ç.cos et,  et  étant  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  cette  orbite  sur  le  plan  des  açjr  ;  en  négligeant  les 
termes  de  Tordre  mm',  on  trouvera 

La  dernière  des  équations  (A)  donnerait  de  même ,    ^ 
en  observant  que  sin ^  .sin  et  est  égal  au  cosinus  de 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  plan  des^z , 

mYa.(i — ^).siii^siiifltHh''^' yd.{\ — e  '').sin^'sînfle'4*etc=const,  (c) 

Si  dans  ces  équations  on  néglige  les  quantités  de 
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Tordre  da  carré  des  cxcentnchés  et  des  indinaûsons 

ce  qai  permet  de  prendre  les  taogentes  des  angles  fj 
Ç%  etc^ ,  à  la  place  de  leurs  sînns,  en  Élisant 

p  =  tang  p  «  sin  a,  9  =  t^i%  P  •  ^^s  a, 
jjf  =  tang  p\  sin  a',  ^  =  tang  ^f.  cos  «% 
etc.  y 

on  aura 

m  \/a.p+  m!  s/cï.p'+nif  v/5'.;^"+etc=:const. 
m\/a  .q  +  m'  \/d .  q'+  ni'  \/d'.  q'+eltc. = çonst . , 

équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  panrenus  dans 

les  n*  54  et  69. 

Si  Ion  ne  considère  que  Faction  mutuelle  de  deux 
planètes  m  et  m\  qu'on  désigne  par  y  Finclinaison 
de  lenrs  orbites  Tune  sur  l'autre ,  et  qu'on  observe 
que  Pfq,  cos  ^ ,  et  /?',  q\  cos  (p'  étant  les  cosinus  des 
angles  que  forment  les  plans  dé  ces  orbites  avec  les 
trois  plans  coordonnés  ^  on  a 

cos  y  =  cos  ^. cos  (p'  +pp'  +  qq'. 

On  trouvera ,  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  des 
trois  équations  (a) ,  (6) ,.  (c)  « 

OU  bien  en  observant  que  cos  7^=1 — a.sin**-.^, 
on  aura 


•  .1   I 
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[m.  V/«.(1— O+w'-  i/a'(i— «"■)]* 

— ^.pim'.  \/o.(i-«*).V/a'.(ir«'*)-sin*.-yc=coa»t- 

Si  Ton  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre ,  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons^  et  qu'on 
fasse  passer  dans  le  second  membre  les  termes  tout 
constans,  on  trouve 

mV^â.e''+mfl/7.e'^'j -= ■  „  ^      =C. 

La  constante  C  est  égale  au  premier  membre  de 
cette  équation  à  une  époque  déterminée  ;  elle  doit 
donc  être  indépendante  des  variations  des  élémens 
€,e*  ^y.  Si  l'on  désigne  donc  par  J^e,  ^Te',  Sy  ces 
variations^  et  qu^on  observe  que  a  et  £i^  sont  cons- 
tans ,  on  aura 

my  a*e&)e  '\-  m  y.  a  *  e  &e  -f- -= 7=r*  =  Oi 

mya-\'m'ya! 

relation  qui  doit  toujours  exister  entre  les  varia- 
tions séculaires  des  excentricités  dea  deux  orbites  et 
de  leur  inclinaison  muti^Ue  ^  et  qui  se  vérifie  ea 
effet ,  lorsqu  après  avoir  déterminé  leurs  valeurs ,  on 
les  s\ibstitue  dans  cette  équation. 

78.  Voyons  maintenant  comment,  à  Faide  des  équa- 
tions (A),  on  peut  démontrer  que  les  excentricités  des 
orbites  et  leurs  mutuelles  inclinaisons  resteront  tou- 
jours très  petites»  en  ayant  égard  au  carré  des  masses 
m  y  m! y  etc. ,  et  à  toutes  les  puissances  des  excentrici- 
tés et  des  inclinaisons.  * 

Tome  Î,  29 
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Réprenons  les  équations  {A)  du  nuinéro  précédent^ 
sans  y  rien  négliger  :  si  Ton  substitue  pour  xdjr—jrdx^ 
x^ffyf  ^^ydx'  >  etc. ,  leurs  valeui*s ,  etTqu'on  su ppose , 
ce  qui  n'ôte  rien  à  la  généralité  de  la  démonstration , 
M  ^m^=:  ij  M'+'m's=zi,  etc: ,  la  première  de 
ces  éqùatiotis  devient    ' 

m.y/a.Çi — e*).cos(pH-/w'.Vû'.(i — e'*j.cos^'^-etc. 

Si  Ton  fait  abstraction  des  variations  périodiques, 
et  si  l'on  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre  , 
par  rapport  aux  masses  /w  et  m\  le  premier  terme  dp 
second  membre  de  cette  équation  peut  être  regardé 
comme  constant.  En  effet,  le  produit j^rfjr'  ne  saurait 
contenir  de  termes  non  périodiques ,  lorsqu^on  y  subs- 
titue pour^  et  dx'  leur  valeurs] elliptiques;  car  la 
valeur  de jr  ne  contenant  que  des  termes  périodiques 
dépendans  de  n^t ,  tandis  que  la  différentielle  daf  ne 
contient  que  des  termes  périodiques  dépendant  de  ni  y 
le  produit /^x' ne  peut  renfermer  aucun  terme  où  les 
moyens  mouvemens  nt  et  rJt  se  détruisent.  Si  ce 
produit  contient  des  termes  non  périodiques  ^  ces 
termes  sont  donc  du  premier  ordre ,  par  rapport  aux 
masses  m  ^\  m'  ;  et  comme  ils  sont  fonctions  des  élé- 
meiis  elliptiques  de  m  et  de  m',  leurvàHatîon  est  du 
second  ordre,  et  par  conséqtient  la  variation  du  pro- 
duit nrni.ydx'  est  du  quatrième  j  il  en  serait  de  même 
difis  auti'es  produits  xdy'^fdx  ^  x'djr. 
.  ,La  même  observation  peut  se  répéter  à  l'égard  des 
autres  termes  du  second  membre  de  l'équation  pre- 
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cétknte^  puisqu'Hs  sont  tous  absolument  de.inéme 
forme  que  ie  preniier.  Ce  second  membre  doit  donc 
être  considéré  comme  une  constante,  indépenoante 
des  variations  séculaires  que  subissent  les  clémens 
des  orbites  de  m^  m',  etc.,  du  moins  lorsqu'oa  néglige 
les  quantités  du  quatrième  ordre,  par  rapport  aux 
masses  m,  /n',  m",  etc. 

Il  est  aisé  devoir  encore  que* si,  dans  le  premier 
membre  de  la  même  équation,  on  substitue  à  la  placé 
des  élémens  elliptiques  la  partie  périodique  dé  leur 
valeur,  les  termes  non  périodiques  qui  en  résulteront 
seront  de  Tordre/?/^ ,  et  pourront  être  regardés  comme 
constans,  aux  quantités  près  de  Tordre  m^. 

La  première  des  équations  (  i  )  devient  ainsi 

m.  V^a.(i  —  e*),coBÇ'^m',  V^a'.(i  — e'*).cos^' 

-+•  m".  i/a'-Ci—e*») . cos Y+  etc.=C. 

Les  deux  autres  intégrales  (A)  donneraient  de  même 


m .  Ya,{i  — e**) . sin  0  cos  A^mf ,  y  a' .  ( i  — «'•) .sio  f'o09  a' 

+  m^  \/a\(i  —e"^) .sin (p'cos «  +  etc.  =C, 
m . \^a. (i  '—  e^) .  sin  ^ sin  ot  +  m' .  ^a  . ( i  ^— ^'^) . sîn ^sîù  ** 

'  '  +  m\  v/5\(r^'^)  sin  (p^^în  it"  +  etc.isG'"^ 

'■'"■-'  .      •  *  ■       '     • 

Et  ces  équations,  exactes  aux  quantités  près  du  qua- 
trième ordre,  i^ubsisteront ,  quelques  changemens 
que  subissent  dans  la  suite  des  temps  les  eitcentrici- 
tés  et  les  inclinaisons  des  orbites  en  vertu  de  leurs 
variations  séculaires.,  même  en  ayant  égard ,  dans  la 
détermination  de  ce^  variations,  au  carré  deç  forces 
perturbatrices.  . 

39.. 


4r 
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^  Si  Fou  ajoute  énsemble^  les  trois-  équations  précé- 
dentes après  avoir  élevé  au  carré  les  deux  membres 
de  chacune  d'elles;  que  pour  simplifier  on  ne  consi- 
dère<}ue  l'action  réciproque  de  deux  planètes  m  et  m', 
et  qu^on  nomme  y  l'inclinaison  mutuelle  de  leurs  or- 
bites ,  en  observant  que 

cos  y  =  cos  (p .  cos  ç'  +  sîn  (p .  sin  ^' .  cos  (a' —  a) , 
.  on  aura     .      . 

m'.«.(i-04-"*''-a'.(i-^'')  K) 

"Cette  équation  coïncide  avec  l'équation  (d)  à  la- 
quelle nous  sommes  parvenus  n*  77  ,  en  n'ayant 
égard  qu'à' la  prenlière  puissance  des  forces  pertur- 
batrices. On  vpit  que  cette  équation  est  exacte  en 
considérant  même  les  termes  dépendans  du  carré  de 
ces  forces ,  et  l'on  en  peut  conclure ,  comme  dans  le 
numéro  cité,  la  relation  suivante^ 

.  m .  y  a  •  «d>  +  m  .  y  a  .  #  /îp^  H •—' ^-=  =  0 , 

quivse  vérifie  en  effet  lorsqu'à  la  place  de  ^fe,  cT^, 
J'y,  on  y  substitue  leurs  valeurs  dépendantes  non- 
seulement  de  la  première  puissance ,  mais  encore  du 
carré  des  masses  m  et  m',  et  exactes  aux  quantités  près 
du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons* 

Si  l^'onvfait  passer  dans  lé  second  membre  de  l'équa- 
tion (g)  les  termes  constans,  elle  devient 
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Où  pieut  écrire  d'uoe  autre  manière  cette  écfuatioB,  e^ 
observaQt  que  l'on  a  '■ 


V 


Vi— e"; 


1  -H  V^  I  —  «•  * 


«'• 


1 


+  »/lT-«''' 


COS>=  I  —  — ; — ^ — ; 
^  I  +  cos  y 


d'où  l'on  tire 


Substituons  cetteValeur  dans  Pëquation  {k),  et  fai- 
sons passer  dans  le  second  membre  le  terme  coilstant 
amm' .  a^a!*nn^y  nous  aurons 


+  îim7n'.a»a'*/i/î\  -f2^^+  am/n^aV«/^/.^  -5Ï!Î^^  =C,f 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

La  valeur  de  cette  constante  est  une  très  petite 
quantité  par  rapport  âuic  carrés  et  aux  produits  des 
masses  m  et  m',  puisque  ces  carrés  et  ces  produits  sont 
multipliés  dans  le  premier  membre  de  cette  équation 
par  <e*,  e'*,  sin*^,  et  que  nous  supposons  qu'à  une 
époque  déterminée  les  excentricités  et  rinclînaisôn 
mutueUe  des  orbites  sont  très  petites.  Il  suit  de  Et  que 
chacun  des  termes  dû  premier  membre  restera  très 
petit  par  rapport  aux  carrés  et  au  produit  de  m  et  m', 
tant  que  ces  termes  seix>nt  de  même  signe;  puisque 
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chacau  deux  $era  aloi^  B^essaireinent  plus  petit  que 
la  constante  C  du  second  membre.  Or^  si  les  planètes 
m  et  nJ  sont  supposées  tourner  dans  le  même  sens 
autour  du  Spleil,  comme  cela  a  lieu  dans  la  nature,  les 
moyeps  mouvemcns  nt  et  vit  seront  de  même  signe  ; 
les  six  termes  du  premier  membre  de  l'équation  (H) 
seront  donc  positifs  tant  que  l'angle  y  sera  plus  petit 
que  go';  mais  si  l'on  suppose  y  «=  go*",  on  a  sîn  5/=  i, 
cos^  =  o.  Le  dernier  terme  de  l'équation  (H)  n'est 
donÈ  plus  très  petit  par  rapport  à  Tnm\  ce  qui  est  im- 
possible,  puisque  la  constante  C  Qst  très  petite  par 
rapport  au  produit  des  masses  m  et  /?/  et  que  les 
autres  termes  du  premier  membre  sont  positifs. 
L*anglé  y  ne  pouvant  jamais  atteindre  90**,  il  s'en- 
suit'que  l'inclinaison^  et  les  excentricités  e  et  e'  des 
deux  orbites  demeureront  toujours  peu  considérables; 
car  QQ&y  ne  pouvant  pas  devenir  négatif,  tous  les 
termes  du  premier  membre  de  l'équation  (H)  seront 
.  positifs ,  et  chacun  d'eux  par  conséquent  restera  tou- 
jours très  petit  par  rapport  aux  carrés  et  aux  produits 
des  masses  m  et  m',  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  les 
coefficiens  e*,  ^'f ,  sin^y  de  ces  termes  seront  toujours 
de  très  petites  quantités,  comme  ils  le  sont  aujour- 
d'hui. 

Les  mêmes  raisonnemens  s'appliqueront  évidem^ 
meut  à  l'équation  (H)  quel  que  soit  le  nombre  des 
planètes  /w,  /»',  rr! ^  etc. ,  que  l'on  considère,  puis- 
que chacune  d'elles  ne  fait  qu'ajouter  au  premier 
membre  des  termes  semblables  à  ceux  qui  le  .com- 
posent. 

Concluons  de  là  que  la  stabilité  du  système  plané" 
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taire  est  assurée  par  napport  caix  excentricités  et 
aux  inclinaisons  des  orbites ,  comme  elle  Vest  par 
rapport  aux  grands  a^es ,  quelque  loin  que  Con  pousse 
les  approximations  relatisfement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons ,  et  en  ayant  -égard  aux  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses  perturbatrices. 

79.  Nous  ayons  vu ,  dans  le  n?  ^3  du  P'  livre ,  que 
dans  le  mouvement  d'un  système  de  corps ,  il  existe 
un  plan  qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  et 
que  y  par  cette  raison ,  nous  avons  nommé  plan  im^a^ 
riable.  La  propriété  remarquable  qui  le  caractérise^ 
c'est  que  la  somme  des  masses  des  difTérens  corps  du 
système,  multipliées  respectivement  par  les  projections 
des  aires  décrites  par  leurs  rayons  vecteurs  dans  un 
temps  donné  y  est  un  maximum  par  rapport  à  ce  plan, 
et  qu'elle  est  nulle  par  rapport  à  tout  autre  plan  qui 
lui  est  perpendiculaire. 

La  position  du  plan  invariable  se  détermine  au 
moyen  des  trois  équations  (Â).  En  effets  si  l'on 
noii^me  O  son  inclinaison  sur  le  plan  des  xjr,  et  II  la 
longitude  de  son  nœud  ascendant ,  on  aura ,  n^  ^3 , 
.liv.  P%  pour  déterminer  ces  deux  angles*,  les  équations 

tang$.sinn=-^,     tangO,.cosn=— , 

et  par  conséquent  en  substituant  pour  C,'Ç' ,  C",  leurs 
valeui's       . 


m,  {/a,(  ï-^*).»Ui^.sîn«.4-m'.  ya'J  i  -e'*)  ..sm^'.sin«('+etc. 

y0.Sinn= ' >  ^  s — : .  ;  '  ;  ■      ■  » 

m  V/ a. (!-«'). cos^+//i .  V  a'.(i-e  *).cos^'+etc.  | 

m.  va.(i-«*).sÎD^.008«i+'»'.  yaJi-e  O-sîn^'.cosii'+etc. 
^.cosn= — ^ — ■■■■ ■ 

l'ome  L  * 
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Nous  avons  dëfoohtréque  les  seconda  membres  des 
équations  (A)  scxal(^nstans^  quelles  que  soient  les  ya- 
riatiôns  séculaireà  qu'éprû,uyent  les  élémens  elliptiques 
qui  entrent  dans  le  ^premier  membre ,  et  lors  même 
qu'on  a  égard  auj^  termes  du  second  ordre  dans  la 
détermination  de  ees  variations;  d'où  il  suit,  par  con- 
séquenty  xpiie.ia  position  duLptan  maximum  des  aires 
demeure  encore  invariable  lorsqu'on  a  égard  aux  per- 
turbations causées  dans  les  mouvemens  elliptiques 
des  plantes  par  leur  action  mutuelle,  et  qu'on  porte 
les  approiti mations  jusqu'aux  carrés  des  masses. 

On  voit  parles  équations  (K)  que>  pour  fixer  exacte- 
ment la  position  du  plan  invariable,  il  faudrait  con- 
naître les  masses  de  tous  les  corps  du  système  solaire , 
et  les  élémens  de  leurs  orbites  ;  c'est  ce  qu'on  est  loin 
.  epcore  d'avoir  avec  précision  ;  mais  comme  les  pla- 
nètes dont  nous  connaissons  les  masses  sont  celles  qui 
doiv«ent  le  plus  influer  sur  la  position  du  plan  inva- 
riable, et  que  les  niasses  des  comètes  paraissent  en 
^éiléral  assez  petites  pour  que  l'on  puisse  négliger 
leu]"  action  ^  il  sera  facile  au  moyen  des  équations  (K) , 
e\  avec  les  données  que  nous  avons. sur  les  élément 
du  système  du  monde ,  de  déterminer  d'une  manière 
approchée  là  position  de  Ce  «plan.  En  prenant  pour 
plan  Gx.e  celui  de  l'écliptique  au  commencement  de 
l'année  1 75o ,  et  la  ligne  des  équinoxes  pour  la  droite 
à  partir  de  laquelle  on  compte  les  longitudes ,  on  a 
trouvé  ainsi ,  pour  l'époque  de  1 750 , 

ns=ioa«57'3o^'. 
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£d  substituant  ensuite  dans  les  équations  (K)  pour 
e,  ^,  A,  e' ,  ^',  à',  etc. ,  les  valeurs  que  ces  quantités 
auront  en  i  gSo ,  on  a  trouvé  pour  cette  époque  f 

*  =      i«35'5i", 
n  =  io2«57'i5". 

Ces  valeurs  diffèrent  très  pen  des  précédeotes  ^  et  ce 
résultat  peut  servir  de  vérification  aux  formules  (K) 
et  auK  données  employées  pour  les  convertir  en 
nombres. 

Un  géomètre  distingué  a  fait  dans  ces  derniers  temps , 
sur  latbéoriedu  plan  invariable^  quelques  observations 
d'où  il  semble  résulter  qu'elle  n'est  pas  complète  et  que 
sa  détermination,  telle  qu'elle  résulte  des  formules  pré- 
cédentes, n'est  pas  suffisamment  exacte.  Il  liii  paraît  évi^ 
dent  que  pour  fixer  la  détermination  de  ce  plan,  on  doit 
avoir  égard  aux  aires  engendrées  par  la  rotation  du  So- 
leil et  des  planètes  autour  de  leurs  centres  de  gravité. 
La  remarque  est  de  toute  justesse  si  l'on  considère  en 
génériftl  le  mouvement  d'un  système  de  corps  soumis  à 
leurs  attractions  mutuelles  ;  mai^  on  va  voir  que  la  cons- 
titution du  système  solaii^  autorise  e t  j  ustifie  l'omission 
qûê  liôus  i^us  sommes  permise  de  ces  quantités. 

1^.  Nous  remarquerons  d'abord  que  c-est  un  fait 
confirmé  par  toutes  Ics^^bsei^vations,  que  Jorsqu'il  sta- 
des mouvemens  des-  centres  de  gravité  des  corps 
eél^N^les  grandes  distances  qui  les  réparent  ne  lais- 
sent sub^!^^r  que  les  effets  résultant  des  actions  prin*- 
cipales  cpi^ils  c>^çcefit  les  uns  sur  les  autres,  et  £cMt 
disparaître  l'influei^xdes  causes  ^condàired,  telles 
que  la  loi  de  leur  deBS^^>4cur  forme ,  le$  fluides  qni 
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les  recouvrent,  etc.  La  figure  presque  sphérique  des 
corps  célestes  contribue  encore  à  Texactitude  de  ce 
résultat,  qui. forme  l'un  des  principaux  avantages 
qu'ofiFre  aux  géomètres  la  constitution  du  système  du 
monde»  On  peut  donc,  lorsqu'on  n'a  en  vue  que  de 
déterminer  les  mouveméns  généraux  des  planètes  et 
des  comètes  y  considérer  le  système  solaire  comme 
un  assemblage  de  points  matériels  réagissjmt  les  uns 
sur  les  autres ,  et  le  plan  invariable,  tel  que  nous  l'a-* 
vous  défini  jusqu'ici,  est  celui  qui  existerait  dans  un 
pareil  système.  Ce  plan  ne  coïncide  pas  exactement, 
il  est  vrai,  avec  celui  qui  a  lieu  dans  la  nature ,  où  les 
corps  célestes  ne  sont  ni  homogènes  ni  parfaitement 
spfaériques,  mais  il  n'en  diffère  ^ns  doute  que  très 
peu ,  puisque  les  quantités  négligées  dans  sa  détermi- 
nation ont  paru  jusqu'ici  insensibles. 

2^.  Dans  tout  système  de  corps  de  formes  quelcon- 
ques ,  et  soumis  à  leurs  attractions  réciproques ,  il 
existe  un  plan  im^ariable,  et  ce  plan  est  unique^  si 
l'on  entend  dans  up  sens  absolu  le  mot  ins^ariable. 
Mais  le  plan  invariable  n'existe  pas  de  fait  dans  la 
nature ,  c'est  une  abstraction  mathématique  qui  résulta 
des  lois  générales  du  inouveraent;  il  suffit  donc  aux 
besoins  de  l'Astronomie,  de  connaître  un  plan  dont 
on  soit  toujours  certain  de  retrouver  la  position  à 
telle  époque  qu'on  voudra.  £p  ce  sens,  il  peut  exister 
plusieurs  plans  invariables,  selon  qu'on  négligera  ou 
qu'on  aura>  égard  aux  dimepsions  et  à  la  nature  des 
diiSerens  corps  du  système  ou  de  quelqu'un  d'entre 
eux.  Il  suffira,  pour  les  déterminer,  d'évaluer  les 
quantités  qui  servent  à  fixer  leur  position  dans  la 
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même  hypothèse  aux  divei'ses  époques, qu'on  vou- 
dra considérer,  Ain^i  donc  les  équations  (K)  ne  doivent 
être  regardées  que  cooime  une  relation  qui  existe 
entre  lesélémensdes  orbites  qu^èlles  renferment,  sem- 
blables à  celles  qui  ont  lieu  entre  les  excentricités  et  les 
inclinaisons,  et  qui  se  vérifiera  toutes  les  fois  que  ces 
élémens  seront  calculés  c^n  faisant  abstraction  des 
quantités  que  nous  y  avons  négligées. 

3°.  D'après  cela,  et  comine  l'a  fort  justement  ob- 
servé M.  Poisson,  on  ne  voit  pas  quel  serait  l'avantage 
de  faire  entrer  dans  la  théorie  du  plan  invariable  la 
cottsidéraliondela  rotation  du  Soleil,  ce  qui  oblige- 
rait à  avoir  légard  aussi  à  la  densité  de^cet  asti'e  dont 
lalpi  nous  est  totalement  inconnue ,  et  ce  qui  rendrait 
par  conséquent  la  détermination  rigoureuse  de  ce 
plan  absolument  impossible.  Sa  position  au  contraire, 
telle  qu'elle  résulte  de  la  théorie  précédente,  ne  dé- 
pendant que  des  rapports  des  niasses  des  planètes,  et 
d'autres  données  fournies  par  l'observation,  sera  tou- 
joursfacile  à  retrouver ^  et  l'on pourm  juger àin$i des 
changemeqS'  réels  survenus  daûs  les  positions  des 
orbes,  et  des  équateurs  planétaires,  ce  qui  rend  la  dé- 
couverte du  plan  dont  il  s'agit  si  précieuse  a^ic  astror 
nomes. 
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ai'      r  I 


CHAPITRE  IX. 


J^ariations  périodiques  des    élémens  des   orbites, 

planétaires. 

80.  Nous  avons  vu,  n°  4^,  qu'en  vertu  de  leurs  at- 
tractions mutuelles  ^  le  mouvement  des  planètes  était 
soumis  à  deux  espèces  de  perturbations  distinctes. 
Les  premières ,  dont  l'accroissementest  très  lent,  ne  se 
rendent  jsensibles  à  l'observateur  qu'après  un  grand 
nombre  de  siècles  ;  elles  affectent  immédiatement  et 
d'une  manière  continue  les  dimensions  et  les  posi- 
tions des  orbites;  les  {secondes,  plus  rapides  dans  leur 
marche,  sont  simplement  périodiques,  et  ne  dépen- 
dient  que  du  lieu  qu'occupent  dans  l'espace  lés  diffé- 
rens  corps  du  système  solaire.  Nous  venons  de  don- 
ner la  théorie  complète  de  celles  de  ces  inégalités  dont 
le  calcul  est  le  plus  important  et  le  plus  difficile;  il 
nous  reste  à  nous  occuper  des  inégalités  de  la  seconde 
espèce,  qu'on  a  nommées,  pour  les  distinguer  des  pré- 
cédentes >  inégalités  périodiques. 

Nous  supposerons,  comme  nous  l'avons  fait  jus- 
qu'ici ,  que  la  planète  troublée  se  meut  dans  une  el- 
lipse dont  les  élémens  sont  variables ,  et  en  tenant 
cotopte  des  termes  que  nous  avons  rejetés  pour  dé- 
terminer les  variations  séculaires  des  élémens  de  son 
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orbite  9  nous  arriverons  de  la  manière  la  plus  simple 
à  la  détermination  de  leurs  variations  totales.  En  in-^ 
troduisant  ensuite  les  élémen:^  ainsi  corrigés  dans  les 
formules  du  mouvement  elliptique^  il  nous  sera  Si- 
cile de  déterminer  pour  chaque  instant  le  lieu  de  la 
planète  par  les  méthodes  ordinaires. 

Nous  ferons  observer ,  toutefois ,  que,  comme  les 
inégalités  périodiques  demeurent  toujours  très  pé* 
titesy  et  n'ont  pour  ainsi  dire  qu'un  effet  passager  et 
altematify.il  est  peu  important ,  pour  les  besoins  de 
l'Astronomie,  de  connaître  en  particulier  les  altéra-^ 
tions  qui  en  résultent  dans  chacun  des  élémens  de 
l'orbite  ;  il  suffit  d'avoir  l'effet  total  de  ces  variations 
sur  le  lieu  de  la  planète,  ce  qui  peut  se  faire  par 
l'intégration  directe  des  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé.  On  détermine  immédiatement 
en  effet,  parce  moyen,  les  inégalités  périodiques  des 
trois  variables  qui  fixent  à  chaque  instant  la  position 
de  la  planète:  on  peut  donc,  en  regardant  l'orbite 
comme  constante  par  rapport  aux  variations  pério- 
diques ,  traiter  ces  inégalités  comme  de  simples  cor- 
rections à  faire  aux  valeurs  de  ces  coordonnées  cal*- 
culées  dans  l'orbite  elliptique  corrigée  des  variations 
séculaires.  Mais  cette  méthode  a  l'inconvénient  d'in- 
troduire dans  les  formules  des  termes  qui  renferment 
le  temps  hors  des  signes  sinus  et  cosiruis;  on  est 
obligé  d'employer  ensuite  des  réductions  particulières 
pour  le  faire  disparaître ,  et  l'on  n'en  déduit  d^ail- 
leurs  que  d'une  manière  indirecte  les  variations  sécu- 
laires. Celle  que  nous  avons  adoptée,  au  contraii^, 
présente  dans  une  même  analyse,  et  sous  un  même 
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point  de  vue,  toutes  les  inégalités  des  mouvemens 
des  planètes,  et  peut-être,'  à  tout  prendre,  a-t-elle 
aussi  le  mérite  de  la  simplicité  ;  car  rien  n'est  plus  aisé, 
lorsqu'on  a  déterminé  la  partie  périodique  de  la  varia- 
tion des  élémens,  qile  d'en  conclure  les  inégalités  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  On 
verra  d'ailleurs  que  cette  méthode  estla  meilleure  qu'on 
puisse  suivre  lorsque,  dans  la  détermination  des  iné- 
galités périodiques,  on  veut  avoir  égard  aux  termes 
.dépendans  du  carré  et  des  puissances  supérieures  des 
excentricités  et  des  inclinaisons. 

Si.Les  formules  du  n*  4^  nous  ont  donné,  en 
cotisidérant  seulement  la  partie  non  périodique  du  dé- 
veloppement de  R ,  les  variations  séculaires  des 
élémens  de  l'orbite  de  m;  les  mêmes  formules  ser- 
viront à  déterminer  les  variations  périodiques  de 
ces  élémens ,  en  ayant  égard ,  dans  le  développe- 
ment de  K,  à  la  partie  périodique  que  nous  avions 
rejetée  d'abord.  Reprenons  donc  l'expression  de  R 
du  n®  48 ;  si  à  la  place  dé  u,  u\  v,  v\  on  subs- 
titue leurs  valeurs  données  n*  53,  et  qu'on  réduise 
l'expression  résultante,  en  observant  qu'on  a  généra- 
lement 


on  trouvera,  en  ne  portant  l'approximation  que 
jusqu'aux  carrés  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons ,  et  en  rejetant  les  termes  dépendant  des  incli- 
naisons dont  nous  nous  occuperons  pins  tard , 
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m 


l  =:^.A<'>.cos.i(n't—nt-ti''^i) 


f 

m 


-i- —M^'^.e' .  cos .  [i(n'<— ni+g'— 6)+n<4-€— a»'] 


2 


2 
—  .  N^*^^  ee'  .COS.  [/(/ï7-/i^-+-€'-5)-4-<îy-A)'] 


étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po- 
itives  et  négatives ,  en  y  comprenant  zéro ,  et  en 
kyant  soin  seulement  de  rejeter ,  dans  ce  dernier  cas  y 
es  termes  tout  constans. 

Nous  supposons^   pour  abréger  dans  cette,  ex- 
pression , 

MW=-«'.(î^^)-|-a.  (i- 1).  AC'-O, 

N(.>=l.Q(4^-5).ACO+..(./-0.a.(^)+«'.(^-)]. 

I  I—  a/AC-Ov 

WCO ss-ij  4.(i-i)«.AC'-04.2.(i-i ) .a/-!^2J-) 
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H«=   ■.[(^).(4;-3).AC")-,.C.«K.(^)+a'.(!?^t:')]  . 

NCi)  =  i  r4.(£_i)..AO-0-2.(j-,),a.(^^^^ 

Le  nombre  i  doit  être  supposé  positif  et  plus  grand 
que  zéro  dans  ces  trois  dernières  expressions ,  le  cas 
de  /  =  G  ne  donnant  dans  R  que  des  termes  non  pé- 
riodiques. Nous  désignerons  par  N^"^^  ce  que  devient 
N^*^  lorsqu'on  y  change  i  en  — t  j  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  a  alors  N^-5^=  N^4\ 

Il  est  commode ,  pour  les  applications  numériques, 
de  n'avoir  dans  les  formules  que  les  différences  rela- 
tives à  Pune  ou  à  l'autre  des  deux  quantités  a  et  '  a\ 
On  trouve  alors,  par  le  n**  62 ,  en  transformant  les 
différences  relatives  à  é/  eh  différences  relatives  à  a, 

KW=i.Q4?-,;+,).A"-)+a.(î,-0^(-3— )+.-.(-__)J, 


ï 


V 

•4 
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-5Î  Ton  substitue  dans  les  formules  des  n^'  4^  ^^ 
43^  à  la  place  de  R  sa  valeur  ^  on  aura^  parla  simple 
difTërentiation  de  chacun  de  ses  ternies,  les  termes  cor- 
respondans  des  variations  difTërentielles  des  ëlémens 
de  l'orbite  de  m,  et  Ton  en  conclura  ensuite  par  l'in- 
tégration leurs  valeurs  finies.  On  trouve,  de  cette 
manière,  en  bornant  les  approximations  aux  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 

,  Pour  la  variation  du  demi  grand  axe 

V!a=— m'a*.  -7 .  A^O .  cos .  «(/i'/—  nt  +  /— 1) 

— m'aV ,  tr^~ V  '.^  . MC*»> .  cos .  lUn' t-^nt+t'^)  +  nt+ 1-«»] 
r-m'a*e'. ,  (^0-^   .MCO.cos. [iV^-ni+i -f)+w*+ 1-«»'] ; 

Pour  la  variation  du  mouvement  moyen 


3      ,  n 


a 


/Ç=-.  m'a.  17-7 — r..A^').sin.f(/iVn<+i'-i) 

On  peut  remarquer  ici  que  la  double  intégration 
d'où  résulte  la  valeur  de  t  donne  pour  diviseur  à 
chaque  terme  du  wveloppement  de  R,  le  carré  du 
coefficient  qui  multiplie  le  temps  t  sous  les  signes  si-- 
nus  ou  cosinus  j  ce  qui  rend  ce  terme  très  grand , 
lorsque  ce  coefficient  est  fort  petit.  Cette  observation 
importante  est,, comme  nous  le  verrons,  celle  qui 
conduisit  Laplace  à  la  découverte  de  la  cause  des 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Tome  I.  5o 
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On  trouve  de  même ,  pour  la  variation  de  Texcen* 
tricité , 

I  Tl 

+  7 .  mae .   >         .  A^O .  cos .  i(/i  i-^nt^j-  •'— i) 
4  y*  ""1 

+  m'a  e .  t;-? — r-r- — .NC°).cos.[i(/i'i-»^+^ -O+aw^+ai-a*] 
+  -  .ma  e.T}4—y*  NC*> .  cos .  [i(^n' t-nt+t'-^ym+^tj, 

Pour  la  variation  de  l'ëpoque , 

^=t — wa.TT-T — r.a.l  — i —  l.sm.w»  *-n<+f -tj 
*(w-7j)       \  da  /  '        ' 

I  lï 

+  7.w»'a  «.TT-T — r-^ — .M^*^  .  sîn .  [itnt-nt  +  •'-<)  +»*+«-•] 

—  w»  aV  .  ^.  /_  x^^.-^- . sm. liÇn  t-^nt+ê  -•)4•7^^^-l-«^  ]  ; 

Pour  la  variation  de  la  longitude  du  périhélie , 

4-  m'a*  •  Y"7~vr —  •  ^^**^  •  ^^^  •  [«Xw''*-»*+t'-t)+2»H-2«-î»*] 

+  w»'a  c .  TT-T — V .  N^^^ .  sîn .  i(nt'  nt+%'^t) 
*(ii-n)  ^  '        ' 

2  *(/*-»)  *■  '^  -^ 

+i .  m'a  e' .  tz^z  .  N^^)  .  sin .  [»(n'/-/2/+/-0-*+«'' J. 
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Enfin ,  la  troisième  formule  du  n^  ^5  donnera , 
pour  la  variation  du  demi-paramètre  k, 

2     n  —  n 

tri  i 

—  — ,e.  77-7 — r-ï — .M^"5.cos.[i(7i'/-/i/+f'-f)+7i^+t-«] 

.e\  -zri — r-; — .  M^O.cos.  [i(/i'^-n*+i'-e)  -{-«*+ «-•']. 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  variations  des  quan- 
tités p  et  q.  Nous  avons  trouvé ,  n"  53 ,  z^^i-^^px^qy^  ; 
si  Ton  suppose  donc  la  fonction  R  développée  par 
rapport  az,  on  aura 

dK /rfR\  dz^ /dR 


dp         \dz/   dp 


Q' 


dK /dR\    dz /û^\ 

dq  ^\dij'd^—      ^*\dzr 

Prenons  pour  plan  des  xj  le  plan  de  Forbite  de  m  à 
une  époque  déterminée;  l'inclinaison  de  son  orbite 
mobile  sur  ce  plan  fixe  ,  ainsi  que  l'ordonnée 
z ,  seront  de  Tordre  des  forces  perturbatrices  :   on 

dVi 

pourra  donc  supposer  2=0  dans  la  difierence  -r-  $ 

puisqu'on  néglige  le  carré  de  ces  forces»  L'expres- 
sion de  R  du  n®  4^  donne  de  cette  manière , 

^===^'~îîî^\2.BC0,COS.i(ll'«— /l«+6'~6), 

•  •  I. 

la  valeur  de  i  s'étendant  à  tous  les  nombres  positifs 
et  négatifs,  depuis  /=  i  jusqu'à  l'infini. 

Nommons  y  la  tangente  de  l'inclinaison .  de  l'or- 

3o.. 
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bite  de  ni  sar  le  plan  fixe  ^  Il  la  longitude  de  son 
nœud  ascendant,  et  désignons,  comme  dans  le  n*  53, 
par  r'/  la  projection  du  rayon  vecteur  de  nJ  sur  ce 
même  plan,  et  par  c^',  la  longitude  de  r',  comptée 
à  partir  d  une  ligne  fixe  :  on  aura 

z'  =  /, .  j/ .  sin  {y\  —  FI). 

Substituons  pour  r'/Ct  v\  leurs  valeurs. numéro  cité, 
et  négligeons  les  produits  des  excentricités  par  les  in- 
clinaisons, nous  aurons 

z'zsza!  .y .  sin  {n't  +  €' —  II)  j 
et  la  valeur  de  ^  deviendra  par  conséquent 

-T-  =r  —  -7j  .  <y  .  SIQ .  (/l  ^  +  I  —  n) 


m' 


+  —  .a'.2.BC'-0.y.  8În.  [/(n'/— 7i*+  •'— •)  +n/4.«— n]. 


la  valeur  de  i  devant  s'étendre  ici ,  comme  dans  ce 
qui  va  suivre,  à  tous  les  nombres  positifs  et  négatifs , 
la  seule  valeur  i  ==  o  exceptée. 

•■..V 

Si  dans  les  formules  (g)  et  (  i  o)  du  n*  44  ^^ 
substitue  pour -g-  et  ^  leurs  valeurs  ainsi  détermi- 
nées, et  que  Ton  néglige  le  produit  des  excentricités 
par  les  inclinaisons,  ce  qui  permet  de  supposer 
a:=  a .  cos(«/+fi) ,  7=11 .  sîn(/z/  +€)  dans  ces  valeurs, 
CD  aura  ,  pour  la  variation  de  p , 
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*(»—»)  + ai»        ^  '  .         •*    J  ' 

et  pour  la  variation  de  q  , 

+^7-7 ri •cos,[i(n!t — nt-\'t — f)+2/if+2f — II]  y. 

Un  — n)+2/»  ) 

82.  Nous  n'avons  pas  ajouté  de  constantes  aux  va- 
leurs de  J^a,  J^e,  J^ûû,  J^e,  J^p,  ^Ty,  parce  que  leur 
considération  était  inutile  à  l'objet  que  nous  nous  pro- 
posons ,  et  que  Ton  peut  d'ailleurs  les  supposer  com- 
prises dans  les  valeurs  des  élémens  a,  e,  a>,  e,  p,  q 
du  mouvement  elliptique ,   qui  deviendront  ainsi , 

«+«/^  ^+^tf  û)+û>^,  6-|-€^,  P+p,,  (f  +  qj;en 
représentant  par  a^,  e^,  co^,  e^,  p^,  q^  de  très  petites 
quantités  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  Les  élé- 
mens de  l'orbite  troublée  seront  donc 

.    .     ^-r^'^t'^J'^f  p  +  p,  +  ^Pf  q^q,-\riq^ 

Comme  a)^  e^y  etc.,  aîûsi  que  S^a^  cT^,  etc.,  sont  de 
Tordre  m',  on  pourra  substituer  dans  ces  dernières 
quantités  n-f-^^,  e+e^^  etc.,  à  la  place  de  et,  «,  etc.j 
elles  deviendront  par  conséquent  des  fonctions  du 
temps  et  desf  six  constantes  ^-f-^^,  e+e^,  etc.  Le« 
Tome  I.  * 
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formules  du  mouvement  troublé  ne  contiendront 
donc  en  définitive ,  comme  celles  du  mouvement  el- 
liptique,  que  six  constantes  arbitraires ,  et  par  là  dis- 
paraîtra ce  que  pouvait  avoir  d'étrange  l'introduction 
des  six  nouvelles  constantes  ^y»  ^^^  c^fy  t^^p^^q^y  dans 
une  question  qui ,  par  sa  nature ,  n'en  comportait  que 
six. 

Quant  à  la  détermination  de  ces  arbitraires ,  elle  se 
fera  très  simplement  de  la  manière  suivante  :  suppo- 
sons que  l'on  veuille  connaître  les  perturbations  que 
subit  la  planète  m  pendant  un  intervalle  de  temps 
donné  ;  on  déterminera  les  constantes  a  y  e^  etc. ,  d'a- 
près sa  position  y  sa  vitesse  et  sa  direction  à  l'instant 
que  Ton  a  choisi  pour  époque  y  et  les  constantes  a^ , 
e^  y  etc. ,  par  les  équations 

o^  4-  cTû  =2  o ,     ^,  -f-  cTa  ==»  o  ,  etc. , 

dans  lesquelles  on  substituera  pour  J^a,  cTe,  etc.  ^ 
leurs  valeurs  relatives  au  même  instant. 

Jj'effet  des  forces  perturbatrices,  pendant  la  période 
quel  ^on  considère  sur  chacun  des  élémens  elliptiques, 
sera  alors  exprimé,  tout  entier,  par  les  quantités  a^^^^J^ay 
e  -f-  cTe,  etc.,  qui  ne  contiendront  plus  rien  d'arbi- 
traire. Ce  procédé  est  le  même,  comme  bous  le  ver- 
rons, que  celui  que  l'on  suit  dans  la  théorie  des  co- 
mètes, où  l'on  est  forcé  de  calculer  par  des  quadratures 
les  variations  que  subit  chaque  élément  de  l'orbite 
pendant  l'intervalle  de  t^mps-qui  s'écoule  eatre  deux 
retours  successifs  de  Tastre  à  son  périhélie. 

En  réunissant  les  valeurs  de  J'ay  J^Ç,  cTe,  cTc^cT^», 
J'p^  Sq  déterminées  par  les  formules  précédentes ,  à 
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celles  qui  dérivent  des  équations  différentielles  (i  i), 
iï*4Qf  et  que  nous  avons  considérées  avec  étendue  dans 
le  chapitre  précédent,  on  aura  les  deux  parties  dont  se 
composent  les  variations  des  élémens  de  l'orbite  el- 
liptique,  résultant  de  l'action  des  forces  perturba- 
trices; Tune  de  ces  parties  dépendant',  n*  4?»  ^^  ^^ 
configuration  mutuelle  des  corps  m,  m',  etc.,  et 
l'autre  indépendante  de  cette  configuration. 

Variations  périodiques  de  rayon  vecteur  ^  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude. 

85.  La  position  d'une  planète  dans  l'espace  est  fixée 
lorsqu'on  connaît  son  rayon  vecteur  projeté  sur  uu 
plan  fixe ,  sa  longitude  vraie  ou  l'angle  que  fait  la 
projection  de  ce  rayon  avec  une  ligne  fixe,,  et  sa 
latitude,  ou  l'angle  que  forme  le  rayon  vecteur  de 
l'orbite  vraie  avec  celui  de  l'orbite  projetée.  C'est 
donc  à  la  détermination  de  ces  trois  élémens  que 
doivent  finalement  aboutir  toutes  les  recherches  qui 
ont  pour  objet  les  mouvemens  de  translation  des 
corps  célestes^  Nous  avons  donné  dans  le  n®  24  les 
expressions  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  vraie , 
et  de  latitude  dans  l'orbite  elliptique ,.  en  séries  pro-^ 
cédant  suivant  les  puissances  ascendantes  des  excen-^ 
tricités  et  des  inclinaisons;  il  nous  suffira  donc  de 
substituer  à  la  place  des  élémens  elliptiques  dans  ces^ 
formules,  ces  élémens  corrigés  au  moyen  de  leurs 
variations  périodiques  et  séculaires  que  nous  venons 
de  déterminer,  pour  avoir  la  vraie  valeur  du  rayon, 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  dans  l'orbite 
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troublée.  Or,  on  voit  par  les  formules,  du  n*^  25  que 
la  valeur  du  rajon  vecteur  et  de  la  longitude  dans 
l'orbite  projetée,  ne  diflere  de  celle  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  dans  Forbite  vraie,  qu'aux  quan- 
tités près  du  second  ordre  relativement  aux  inclinai- 
sons, quantités  très  petites  qui  ne  produisent  que  des 
variations  insensibles,  lorsqu'on  prend,  comme  nous 
le  ferons,  pour  plan  fixe,  celui  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète à  une  époque  donnée.  Il  en  est  de  même  des  ter- 
mes de  l'expression  de  la  latitude  qui  sont  de  Tordre 
du  produit   des   excentricités  par  les    inclinaisons. 
Il  résulte  de  ces  observations  que ,  dans  la  recherche 
des  variations  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude ,  on 
pourra  faire  abstraction  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  dans  celle  des  variations  de  la  latitude  faire  abs- 
traction de  leurs  excentricités,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  regarder  dans  le  premier  cas  les  orbites  comme 
étant  toutes  dans  le  même  plan ,  et  dans  le  second^  les 
regarder  comme  circulaires ,  ce  qui  facilitera  le  cal-* 
cul  de  leurs  perturbations. 

Reprenons  les  valeurs  du  rayon  vecteur  et  de  la 
longitude  développées  dans  le  n^  25  ;  on  a  généra-^- 
lenient  par  ces  formules 

r2=fonc.  (flf,  Ç,  e,  i,  co),  i^=fonc.  (Ç",  e,  e,  cû)^ 

Si  à  la  place  de  a,  Ç,  e,  €,  û»  on  substitue  dans  ces 
équations,  leurs  valeurs  corrigées ,  H'+'J'a,  Ç+  J^Ç , 
e-j-cTe,  e-^  J'e,  a-^J'cêfeu  désignant  par  la  carac- 
téristique <r  les  variations  périodiques  dépendantes  de 
la  première  puissance  des  masses,  on  aura,  en  ne 
considérant  que.  les  termes  de  cet  ordre. 
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Pour  la  variation  du  rayon  vecteur, 

Pour  la  variation  de  la  longitude^ 

Il  ne  s'agira  plus  maintenant  que  de  substituer  dans 
ces  deux  expressions,  à  la  place  des  variations  ^a,  J'Ç, 
J'e,  cTfi  et  J^cû,  leurs  valeurs  développées  précédem- 
ment, pour  avoir  celles  du  rayon  vecteur  et  de  la  lon- 
gitude vraie ,  exactes  aux  quantités  près  du  second 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Mais,  au  lieu  d'effectuer  ces  substitutions  dans  l'ex* 
pression  de  J^(^,  il  sera  plus  commode  de  faire  dé- 
pendre la  détermination  des  inégalités  de  la  longitude 
de  celles  du  rayon  vecteur,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (h)  n°  20,  que  nous  avons  déjà  employée  dans 
un  cas  analogue  n'  24.  En  effet,  cette  équation  donne 
pour  le  cas  de  l'ellipse  invariable 

Cette  équation  étant  une  différentielle  du  premier 

ordre,  a  encore   lieu  dans  l'ellipse  troublée,  et  ne 

doit  pas  changer  de  forme  lorsque  les  élémens  de 

^  Forbite  varient  ;  on  aura  donc  en  la  différenciant  par 

rapport  à  la  caractéristique  cT 

,   .        I    .  /i-e*   ^a    j        la     e^e    ,        . /— ; r  ^  » 

%    \      a      r"^  V    i-e"^    i*  y       ^        »  ^       ^ 

i'où  Ton  tire ,  en  intégrant  et  négligeant  le  carré  des 
forces  perturbatrices, 
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J'if=z~.jJ'a.di^ ZTIî'/^^'^^  —  ^  . /  — .rfp.  (a) 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  plus 
simple  encore.  En  effet,  k  étant  le  demi-paramètre  de 

l'orbite,  on  a  A: = v/« .  (  i  —  e*)>  d'où  en  différenciant 
on  tire 

-r-=— .cTa ^.(Pe. 

k         2a  I  —  e* 

On  aura  donc  ainsi 

formule  très  commode  qui  donnera  immédiatement 
les  perturbations  de  la  planète  en  longitude  lorsque 
celles  du  rayon  vecteur  seront  connues. 

84-  Occupons-nous  donc  uniquement  de  déterminer 
la  valeur  de  JV.  Nous  avons  trouvé  n*  2^,  en  négligeant 
les  cubes  et  les  puissances  supérieures  des  excentri- 
cités, 

r=:a.|   ï4 — .«* — e.cos(nt'\'t — •) .«',cos2(n/  +  f — •)     • 

En  différenciant  par  rapport  à  la  caractéristique  cT 
cette  valeur ,  on  aura 

— 3tf^a.co8(«^4-  «— •)  +  2aef'e'\'ae,  (J^^-f-  J^i).sin  («/+  «  —  •)•  1 

Si  dans  cette  expression  on  substitue,  pour  J^a,  cTe, 
eS'cù,  cTÇ  et  cTfi  leurs  valeurs,  et  qu'on  n'ait  égard 
qu'aux  termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités, on  trouvera 
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'85.  Déterminons  maintenant  en  particulier  les  termes 
des  valeurs  de  Sret  de  J'^  qui  naissent  de  la  supposi- 
tion de  i^=o.  Reprenons  l'e'quation  (a),  et  ne  consi^ 
dérons  d'abord  que  la  partie  non  périodique  de  son 
second  membre.  Si  Ton  fait  /=o  dans  la  valeur  de  la 
fonction  R  n*  81 ,  en  ayant  soin  de  rejeteir,  comme 
nous  lavons  dit,  la  partie  constante  de  cette  valeur, 
on  verra  aisément  que  la  seule  partie  semblable  qui 

en  résulte  dans  J^r  est  celle-ci  :  —  ^^("T^  )•  ^^  cons- 
tante jointe  à  la  valeur  de  l'intégrale  J^a  introduira 
un  nouveau  terme  constant  dans  cette  même  expres- 
sion ,  en  déterminant  cette  arbitraire  d'après  les  prin- 
cipes du  n'82;  et  supposant,  afin  de  fixer  les  idées,  que 
pour  l'époque  où  commence  le  temps,  c'est-à-dire 
pour  l'origine  de  la  période  pour  laquelle  on  veut 
calculer  les  perturbations  causées  par  m'  sur  le  mou- 
vement de  J71,  on  choisisse  l'instant  d'une  conjonction 
de  ces  deux  planètes,  ce  qui  donne  alors^ 

nft'^^nt'^ê' — €  =  0, 
on  trouvera 

le  signe  intégrale  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  i  depuis  i=  i  jusqu'à  ^  ==  00. 

On  aura  donc>  en  vertu  des  deux  termes  précédens^ 

a  \   aa  /  n  —  n 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  et  celle  de  S'a  dans  Té- 
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quatîon  (a)  ^  on  en  tire 

En  joignant  à  ces  valeurs  les  parties  non  périodiques 
de  ret  de  i^,  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
aura  pour  la  partie  non  périodique  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  dans  l'orbite  troublée, 

,.^^r=:a — am'a' .-7-— .2.AC0  +  -.  luV   .    (-j— )»   ] 

I      .      /     r    3/1       ^   ^.r,  /dAC<»)\-l        y  ' 

^J^$'V'=:::.nt'\' l'orna  A    -7 .S.A^'-'  —  ^*\^ — j    l- '*^' J 

Telles  sont  les  expressions  de  la  distance  et  de  la 
longitude  moyennes  qui  résultent  directement  de  nos 
formules  ;  mais  on  peut  leur  donner  une  forme  plus 
simple  qu'il  est  bon  de  connaître.  En  eflFet,  d'après  les 
suppositions  précédentes ,  les  constantes  a^jiy  e,  e,  a 
sont  celles  qui  répondent  à  l'époque  où  l'on  compte 
t=Of  et  qui  seraient  les  élémens  de  l'orbe  elliptique 
décrit  par  la  planète  ttz  ,  si  à  cet  instant  les  forces  per- 
turbatrices cessaient  leur  action  ;  supposons  que  l'on 
désigne  par  n^t  le  moyen  mouvement  de  m,  tel  qu'il 
résulte  de  l'observation ,  d  après  la  seconde  des  équa- 
tions (o),  on  aura 

„,=  ».{,  +  .'». [„^.rA<._».(^')]}. 

Soit  a^ ,  la  valeur  du  demi-grand  axe  correspondant 
au  moyen  mouvement  n^,  et  qui  se  déduit  de  rcquation 


I 
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, M  +  OT 


«/ ^  > 


si  l'on  substitue  dans  cette  équation  /i  +  n^ — n  et 
fl-f-^y — ^  à  la  place  de  w^,  et  de  a^^  en  négligeant  les 
carrés  des  quantités  très  petites  n^ — n  et  a^ — a^  on  en 
conclura 

:2/i.  («,  —  »)  =  — -^.(û^  —  ^ï); 
d'où  en  substituant  pour  n^  sa  valeur  ^  on  tire 

^    Les  deux  équations  (o)  deviendront  donc,  en  obser- 
■    vant  qu'on  peut  remplacer  a  par  a^  dans  les  ternies 
multipliés  par  m' , 

Ces  valeurs  de  la  distance  et  de  la  longitude  moyenne 
dans  Torbite  troublée  ne  sont  qu  une  transformation 
de  celles  que  donnent  les  équations  (o)  ;  mais  l'intro- 
duction des  constantes  a^  et  n^,  à  la  place  des  constantes 
a  et  n,  fait  que  la  partie  cTt^  de  la  longitude  vraie  ne 
contient  plus  aucun  terme  proportionnel  au  temps , 
en  sorte  que  le  moyen  mouvement  de  la  planète 
troublée  est  contenu  tout  entier  dans  la  partie  i^  de 
cette  longitude,  ce  qui  est  un  avantage. 

Pour  déterminer  les  termes  de  la  valeur  de  J^r  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  des  excentricités, 
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et  qui  résultent  de  l'hypothèse  i=o,  il  suffira  de  cal- 
culer les  valeurs  correspondantes  de  Ja,  J^c,  etc., 
avant  de  les  substituer  dans  l'équation  (a);  en  se 
conformant  à  ce  que  nous  avons  dit  n*^  Si,  on  trou- 
vera ainsi 


,.[3..,«„.(^^').1.„..(^-)].^C^...,, 

et  VéquatioD  (a')  donnera  pour  la  partie  correspon- 
dante de  S'v 

^,.= -.a..  [_3«.  (^^j +  -.«•.  (^-5^  jj .  s.n  .(«*+. —) 

En  réunissant  les  différentes  parties  des  valeurs  de 
i^r  et  de  S^  que  nous  venons  de  déterminer,  et  faisant 
pour  abréger 

/'=i-C=A"-K^')-î--(-^)]. 

on  aura  enfin,  pour  la  variation  du  rayon  vecteur 

—  m  ,ef,cosi,  {nt  +  t — •) — m'.ef^cos,  (nt+  t  —  O^   (^) 
-f  ///.tf .S.DCO.  cos .  [/(/i'^—  71^4- f'—  0  +  'î^  +  «  —  •'D' 
+  //*'./.2:.EC0.cos,[*(TO'/—n/+/—i)  + 71^ +!  —  •']. 
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et  pour  la  variation  de  la  longitude 

;v=:  — .s. FW.sin.  »•(«'<— ii*+.'--0 

+  ^m\ef.am.{nt+ 1— #)  +  ^.e'f.Bin.int^» — m)\  (B) 

+  TOV.S.HC0,8in.[*V^—  71*4. 1'— 1)  +  nt^  i  —  •'].  J 

Les  formules  (A)  et  (B)  serviront  à  déterminer 
les  inégalités  périodiques  d'une  planète  quelconque 
m  troublée  par  l'action  d'une  autre  planète  /w';  chaque 
planète  perturbatrice  introduira  dans  ces  deux  for- 
mules des  termes  semblables  aux  précédens^  et  la 
scimme  de  tous  ces  termes  exprimera  Teffet  total  des 
perturbations. 

Si  l'on  veut  que  $s^  et  $r  expriment  les  effets  pro- 
duits par  la  force  perturbatrice  pendant  un  temps 
donné  sur  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la  pla- 
'  nète  troublée ,  on  déterminera  les  constantes  arbi- 
traires qui  doivent  servir  à  compléter  les  valeurs  de 
JV ,  JVe) ,  cTê  et  que  nous  désignerons  par  e^ ,  û)  ,  g  , 
de  manière  à  ce  qu'on  ait 

en  même  temps  que  ^  =  o.  C'est  ce  que  nous  avons 
déjà  pratiqué  à  l'égard  de  la  constante  jointe  à  l'in- 
tégrale S'a. 

On  substituera  ensuite  ces  quantités  à  la  place  dé 
Se  y  cTo),  S^y  dans  l'équation  fa),  et  les  valeurs  qui 
en  résulteront  serviront  à  compléter  celles  de  Sr  et 
de  Ss^  f  qui  ne  contiendront  plus  rien  d'arbitraire  et 
qui  exprimeront  alors  les  augmentations  totales  de  la 
Tome  I.  3i 
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longitude  et  de  la  distance  au  S^eil  r&ultant  de 
l'action  des  forces  perturbatrices. 

En  ajoutant  ensuite  les  valeurs  de  St  et  de  cTp  à 
celles  du  rayon  vecteur  (r)  et  de  la  longitude  (p), 
calculées  dans  l'orbite  elliptique ,  corrigée  au  moyen 
des  variations  séculaires  de  ses  élémens^  on  aura  les 
valeurs  totales  du  rayon  vecteur  de  la  planète  et 
de  son  mouvement  en  longitude.  On  trouvera  ainsi  ^ 

r^  {r)  +  ^r,     p  ==  (y)  +  J^i^. 

86.  Il  iiOi^ps  reste  à  déterminer  les  perturbations 
dumouvement  en  latitude.  Nommons  s  la  tangente  de 
la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  fixe  des  xjr ,  nous 
auf'pns  zz=zr,Sf  en  désignant  par  r,  la  projection  du 
rayon  vect^^r  de  m  sur  le  même  plau  :  on  tirera  de  là 

et  l'équation  z  :s:qjr^^  px  donne  pour  déterminer  J'z 

^z=jr.J^q  —  X.J^p^q.jy — p.^x. 

Supposons^  comme  nous  l'avons  fait  jusqulci^  que  l'on 
prenne  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  772  à  une 
époque  doiinée;  l'ordonnée  z  et  les  quantité  p  et  q 
seront  de  Tordre  des  forces  perturbatrices;  en  négli- 
geant donc  le  carré  de  ces  forces ,  les  deux  équations 
précédantes  donneront 

J^5  =  -r,    .J^zsssjr.S'q — 'X.J'p, 
Les  cQorôfiX^nées  X  etjrse  rapportent  au  mouvement 
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elliptique;  on  pent  donc  substituer  à  leur  place  leurs 
valeurs  ^=r^,cos  f  etj^ssr^.sinc'j  et  si  l'on  néglige^ 
comme  nous  le  ferons^  le  produit  des  excentricités 
par  les  inclinaisons^  il  suffira  de  faire  ;r=:a«cos(n£-}*^} 
et  j^=fl.  sîn  (nt-^ê)  ;  on  aura  ainsi 


.  **.  *  . 


—  szscT^,  sin(/zi  +  6  —  cû)  —  <Pp.cos(nt+s  -^ùi).     ' 

Si  pour  J^  et  J^q  on  aabstitue  leurs  valeurs  données! 
-D?  8i,  on  trouvera  . 

y  désignant  la  tangente  de  rinclinaisou  de  l'orbite 
de  xnf  sur  l'orbite  primitive  de  /w ,  Il  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant  comptée  sur  ce  plan ,  et  i  dési- 
gnant un  nombre  entier  quelconque  positif:  pu  néga- 
tif^ la  seule  valeur  /=  o  étant  exceptée. 

Si  l'on  réduit  cette  expression,  et  que  l'on  observe 
qu'en  négligeant  les  produits  des  excentricités  par  les 
inclinaisons  on  a  cTz  =  aJ's  j  on  en  tirera 

_  /         a  a 

71* — nr     a 

Supposons  qu'au  lieu  de  prendre  pour  plan  fixe 
celui  de  l'orbite  primitive  de  m  ^  on  rapporte  son 
mouvement  à  un  plan  très  peu  incliné  au  plan  de 

5i.. 
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On  peut  donner  à  cette  e'quation  une  forme  plus     ^F 
simple  encore.  En  effet,  k  étant  le  demi-paramètre  de        ^ 

l'orbite,  on  a  A: = ^a  ,  (  i  —  e*),  d'où  en  différenciant      h 
on  tire  i 

-r=— «J^^ —-\*S'e.  4 

On  aura  donc  ainsi  y 

formule  très  commode  qui  donnera  immédiatement 
les  perturbations  de  la  planète  en  longitude  lorsque 
celles  du  rayon  vecteur  seront  connues. 

84-  Occupons-nous  donc  uniquement  de  déterminer 
la  valeur  de  JV.  Nous  avons  trouvé  n*  ^/^^  en  négligeant 
les  cubes  et  les  puissances  supérieures  des  excentri-    |  ^ 
cités, 

r=:a.|   ï4 — .«* — e.cos{nt'\'i  —  •) .«•.cos2(n^  +  i — ^ê)    • 


E 


En  différenciant  par  rapport  à  la  caractéristique  cT 
cette  valeur ,  on  aura 

— 3^<^a.co8 («^4- 1  — •)  +  2acA?-f-ae.  (J^^+  i%). sin  (w/+ •  —  «r),  p"*^ 

Si  dans  cette  expression  on  substitue,  pour  cTa,  cTe, 
ecT»,  cTÇ  et  cTg  leurs  valeurs,  et  qu'on  n'ait  égard 
qu'aux  termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités, on  trouvera 
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'^•ém  .■■Il 


CHAPITRE  X. 


Inégalités  périodiques  du  rayon  <Decteur^  de  Id 
longitude  et  de  la  latitude  dépendantes  des  puis-^ 
sances  supérieures  des  excentricités  et  des  incU-^ 
naisons. 


88.  Qaoique  la  méthode  que  nous  ayons  suivie  jus- 
qu'ici dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires , 
et  qui  consiste  à  regarder  Torbite  troublée  comitte 
une  ellipse  dont  les  élémens  varient  à  chaque  instant; 
soit  extrêmement  ingénieuse ,  et  semble  résulter  na- 
turellement des  phénomènes  observés ,  on  ne  peut 
disconvenir  cependant  que,  lorsqu'on  se  proposé 
simplement  de  déterminer  les  inégalités  périodique^ 
qui  résultent  dans  le  mouvement  des  pianotes  de 
leurs  actions  mutuelles,  il  ne  soit  plus  expédîtîf 
de  les  déduire  directement  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  troublé.  Les  variartions  des 
trois  coordonnées ,  d'où  dépend  à  chaque  instant  la 
position  de  la  planète ,  sont  alors  données  immédia- 
tement sous  leur  forme  la  plus  simple ,  sans  qu'on 
soit  obligé  de  recourir  aux  réductions  pénibles 
qu'exigent  les  autres  métbodes ,  et  il  ne  reste  |ius^ 


V 
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qu'à  appliquer  ces  corrections  au  rayon  vecteur,  à 
la  longitude  et  à  la  latitude  calculés  dans  l'orbite 
elliptique.  Comme  ce  procédé  est  très  en  usage 
parmi  les  géomètres,  et  qu'il  peut  être  utile  dans 
beaucoup  d'occasions ,  nous  allons  en  développer  ici 
les  formules. 

Désignons  par  r,   v^  s  les  trois  coordonnées  qui 
déterminent  dans  l'orbite  elliptique  la  position  de  la 
planète  m ,  c'est-à-dire  son  rayon  vecteur ,  sa  longi- 
tude et  gâ  latitude,  et  par  r-^S'r^  v^S'i^  ^  s^^^S's 
ce  que  deviennent  ces  trois  quantités  en  vertu  des 
perturbations  qu'éprouve  cet  astre  dans  son  mouve-* 
ment  autour  du  Soleil.  Nous  avons  trouvé ,  par  une 
première  approximation ,  les  valeurs  du  rayon  vec- 
teur, de  la  longitude  et  de  la  latitude,  en  faisant 
abstraction  des  forces  perturbatrices;  dans  une  se-< 
conde  approximation ,  nous  apurons  simplement  égard 
aux  termes  du  premier  ordre,  par  rapport  à  ces 
forces,  et  nous  négligerons  tous  les  autres.  JV,  S^v, 
.  i^s  seront  alors  de  très  petites  quantités  du  même 
ordre,  et  ce  sont  ces  quantités  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

8g.  Reprenons  pour  cela  les  trois  équations  diffé* 
rentiellejs  (A),  n**  37, 


d^x    |.   ^x 

dt^    ^    T^    ^ 

■"  dz^ 

de^  f^  ^ 

dR 

d^^  1»^ 

dR 
""  dx* 

(A) 


Si  l'on  multiplie  ces  équations,  la  première  par 
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^dxy  la  seconde  par  ndjr ,  la  troisième  par  2dz,  qu'on 
les  ajoute  ensuite^  et  qu'on  intègre  leur  somme ^  on 
trouve 


a  étant  une  constante  arbitraire  qui  représente  le 
demi  grand  axe  de  l'orbite  dans  le  mouvement  ellip- 
tique; et  ^'R  désignant^  comme  précédemment,  la 
différentielle  de  la  fonction  R,  prise  par  rapport  aux 
seules  coordonnées  de  m ,  ou  au  temps  introduit 
par  la  substitution  de  leurs  valeurs,  en  sorte  que 
l'on  a 

Si  l'on  ajoute  les  mêmes  équations  après  avoir  mul- 
tiplié la  première  par  x,  la  seconde  par  j",  la  troi- 
sième par  z,  on  aura 

dT-  r  ^^  r.  \^-jj.      [2) 

En  observant  qu'aux  quantités  près  du  second  ordre , 
par  rapport  aux  inclinaisons,  on  a 


trîces,  ce 


*  dx  ~*^  '  dy        t  *  ^' 
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Si  l'on  ajoute  entre  elles  les  équations  (i)  et  {2)  ,  en 

observant  que  l'on  a 

xd^x  '^yd^J  +  2^*2  +  dx^  +  dy^ + d^ 
=id.{xda:+jr(fy  +  zdz)=:^:d^.r^^ 

on  trouve 


'di' 


ï  +  ^  =  -/^+r.(f).     (3) 


Si  Faii  désigne  par  ^p  l'angle  compris  entre  les 
deux  sbéImis  vecteurs  consécutifs  r  et  r^  dr,  on 
aura  ^•+^*+rfz*  =  r*c?(^*-|-rfr*^  et  par  con- 
séquent , 

rp 

z=,rd^r — T^ds^^.  Y 

L'équation  (2)  peut  donc  prendre  cette  forme 


d'où  l'on  tire 

dp 

~d^ 


:_^_^=:_1     (^\  (A) 


Si  l'on  suppose  nuls  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (5)  et  (4)i  on  aura  les  valeurs  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  qui  se  rapportent  au  mouvement 
elliptique  j  en  y  substituant  doncr+cfr  et  p  +  cTi' 
à  la  place  de  r  et  c> ,  et  en  effaçant  la  partie  rela- 
tive à  ce  mouvement  qui  serait  nulle  d'elle-même , 
d'après  l'hypothèse ,  la  partie  restante  servira  à  déter- 
miner les  valeurs  de  cTr  et  de  J^p.  Nous  ne  nous  occu- 
perons ici ,  conime  nous  l'avons  dit  ^  que  des  inéga- 


et 
m 


y 


\ 
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lités  du  premier  ordre ,  par  rapport  aux  '  masses 
perturbatrices;  en  effectuant  donc  la  substitution 
prÀ:édente  et  négligeant  les  puissances  de  ^r  et  de 
I  cTi^  supérieures  à  la  première,  ce  qui  revient  à 
différencier ,  par  rapport  à  la  caractéristique  S" ,  les 
équations  (3)  et  (4)^  on  aura  les  deux  formules 
suivantes  : 


.d.U       r.d^'.if—d^r.h'   ,   Sfù.r^r   ,       /dà\ 

¥ d^ +-;5-  +  ^\^«o. 


La  première  déterminera  la  variation  du  rayon 

vecteur  r,  et  la  seconde  donnera  celle  de  l'angle  i^, 

^lorsque  J^r  sera  connu •  On  peut  faire  prendre  à  cette 

dernière  équation  une  forme  plus  simple.  En  effet,  si 

l'on  élimine  à  l'aide  de  la  -première  la  quantité  -3-  ^ 

et  qu'on  remarque  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a  r^dv  z=z  \/fjLa.(i — e^).dt  et 
/jL  =  a^n^f  on  trouve 

dt  V^i  — «* 

d'où,  en  intégrant,  on  tire 

v/i.— ** 

Nous   avons  nommé   di^  l'angle-  compris    entre 
tleux  positions  consécutives  du  rayon  vecteur  r,  cet 


d.i'if 
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angle  doit  se  compter  par  conséquent  dans  le  plan 
incme  de  l'orbite  troublée  ;  mais  il  tst  aisé  de  ycàt 
qu'il  ne  difiere  de  sa  projection  sur  le  plan  fixe 
des  X,  jr  qu'aux  quantités  près  du  second  ordre ,  par 
rapport  aux  inclinaisons;  nous  pouvons  donc ,  puisque 
nous  négligeons  ces  quantités^  le  prendre  pour  cette 
projection  même.  L'angle  ^  représentera  alors  la  lon- 
gitude de  la  planète  m  comptée  sur  le  plan  fixe  ^  et 
réquation  (6)  donnera  aisément  ses  perturbations^ 
,  lorsque  celles  du  rayon  vecteur  seront  déterminées, 
n  nous  reste  à  considérer  les  inégalités  du  mouve- 
ment en  latitude.  Supposons  que  l'on  prenne  pour 
plan  fixe  celui  de  Torbite  primitive  de  m  ^  et  qu'on 
nomme  J's  la  latitude  au-dessus  de  ce  plan  résul- 
tante des  perturbations  ;  on  aura  z  =  r(Ps,  et  en  subs- 
tituant cette  valeur  dans  la  troisième  des  équations 
(A) ,  elle  donnera 

Cette  équation  servira  à  déterminer  J's  :  si  l'on 
veut  rapporter  ensuite  la  position  de  la  planète  à  un 
plan  très  peu  incliné  a  celui  de  son  orbite  primitive, 
en  joignant  à  la  valeur  de  J's  celle  de  la  latitude  de 
la  planète  dans  le  cas  où  elle  ne  quitterait  pas  le  plan 
de  sa  première  orbite ,  on  aura,  à  très  peu  près,  l'ex- 
pression de  sa  latitude  au-dessus  de  ce  nouveau 
plan. 

90.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer  les  formules 
(5)  et  (7).  Occupons-nous  d  abord  de  la  première. 
On  verra  plus  bas  qu'en  ordonnant  l'équation  (5)  par 
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rapport  aux  puissances  et  aux  produits  des  excentri- 
cités «t  des  inclinaisons  ,  on  peut  toujours  faire  dé- 
pendre la  détermination  de  la  valeur  de  rS'r  de  l'in- 
t^ation  d'équations  de  cette  forme  : 

-^—  4-  n^.ràr  —  P  =  o, 

P  représentant  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  sinus  e  t  de  cosi  nus  d  angles  proportionnels  au  temps 
t.  Si  Ton  intègre  cette  équation  linéaire  paf  les  mé- 
thodes ordinaires^  on  aura  (Lacroix^  Êlémens  de 
calcul  différentiel  ^  n**  282) 

K^  •      ^   •     /  *   I   sin  nt  ^nj,  cosnt     --,,,. 

rat z=icsinnt+  c  cos  nt  + .fraicos  nt .  jFdt  sin  nt^ 

n  n 

c  et  d  étant  deux  constantes  arbitraires. 

U  suit  de  là  que  chacun  des  termes  de  P  étant  de 
la  forme  H .  sin  {mt  +  ^)  1  il  en  résultera ,  dans  la 
valeur  de  rS'r ,  le  terme  suivant  : 

(mt^C). 


m*  —  71*    cos 

Si  m:=zn,  le  terme  Hsin(m/+ê)  produira  dans 
rj^r.  1°.  le  terme  —  7-7 .       (nt'4^€)  qui  se  trouve 

'  ^n^    cos  ^        •      /  ^ 

compris  dans  ceux  qu'ajoutent  à  la  valeur  de  rJV  les 
constantes  introduites  par  l'intégration^  et  qui  par 
conséquent  peut   être  négligé  ;  a*,  un  terme  de  la 

forme  db  —  .  *^^  (nt  +  C),  le  signe  supérieur  se  rap- 
portant au  cas  où  le  terme  de  l'expression  de  P  est 
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nn  sinus  y  et  le  signe  inférieur^  au  cas  où  ce  terme 
est  un  cosinus.  On  voit  ainsi  conlment  s'introduit 
dans  la  valeur  de  rS'r  le  temps  t^  hors  des  signes  sinus 
et  cosinus ,  quoiqu'il  ne  se  trouve  pas  sous  cette  forme 
dans  réquation  différentielle  qui  la  détermine. 
La  considération  de  ces  termes,  proportionnels  au 
temps  t ,  a  d'abord  embarrassé  les  géomètres  ;  mais 
ils  ont  bientôt  reconnu  qu'ils  n'existaient  pas  réelle- 
ment dans  la  valeur  rigoureuse  de  rj^r,  et  qu'ils  n'é- 
taient que  le  développement  en  séries  d'une  certaine 
classe  de  sinus  et  de  cosinus  qui  y  sont  contenus. 
Les  termes  de  cette  espèce,  quelle  que  soit  la 
lenteur  avec  laquelle  ils  croissent,  rendraient  à  la 
longue  fautive  l'expression  des  variables  qui  déter- 
minent la  position  des  planètes  ;  aussi  a-t-on  cherché  ' 
à  les  faire  disparaître,  et  Ton  a  imaginé  pour  y 
parvenir  plusieurs  moyens  ingénieux,  qui  conduisent 
par  une  voie  nouvelle  à  la  détermination  des  varia- 
tions séculaires  des  élémens  de  l'orbite  elliptique* 
Gomme  nous  avons  donné,  dans  le  chapitre  VIII ^  la 
théorie  complète  de  ces  inégalités ,  nous  n'y  revien- 
drons pas  ici ,  et  nous  ferons  abstraction ,  dans  l'ex- 
pression de  rS'r^  de  l'espèce  de  termes  dont  nous 
venons  de  parler,  ce  qui  revient  à  supposer  que, 
conformément  aux  usages  astronomiques,  les  élé- 
mens de  l'orbite  elliptique  qu'elle  renferme,  sont 
déjà  corrigés  de  leurs  variations  séculaires. 

L'équation  (7)  étant  absolument  de  même  forme 
que  l'équation  (5),  ce  que  nous  venons  de  dire  re- 
lativement au  tayon  vecteur  s'applique  identique- 
ment à  la  valeur  de  la  latitude. 
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91,  Cela  posé,  déterminons  les  variations  du  rayon 
vepteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  cw,  en  por- 
tant l'approximatiou  comme  nous  l'avons  fait  n°'  84 
et  86 ,  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons.  Reprenons  d'abord 
l'équation  (5) , 


d\rfy 
de 


+  !^-V-<fR-r.(f)  =  o. 


D'après  les  formules  du  mouvement  elliptique  ^  on  a 

1 

A  =  »*  ,     r  =  a.[i  —  e?cos(/î/-f-6  — 0»)]. 

L'éqfoation  précédente,  au  moyen  de  ces  valeurs, 
devient 

"^j—  +/i' .  r^+  3a/i'  .h-.e  cos(/ïf4"« — ®) — 2/S'R — r/ -r- j = o.  (8) 

En  ne  poussant  l'approximation  que  jusqu'aux  termes 
du  premier  ordre ,  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  on  a,  n""  81  , 


m' 


R= — .2.A^'^.cos/(»'^ — w^  +  g' — g) 


/ 


i  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives  et 
négatives  y  compris  zéro.  Pour  avoir  la  valeur  de 
/^^Ti,  il   faut  différencier  l'expression  précédente. 
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par  rapport  knt ,  en  y  regardant  nft  comme  constant^ 
et  intégrer  ensuite  l'expression  résultante.  On  a  d'ail- 
leurs^ en  substituant  dans  R  au  lieu  de  r  sa  valeur 


\  ar/  \aa/ 

D'après  cela,  on  trouvera  aisément 

n/g  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  l'inté- 
grale/^H. 

Le  signe  intégral  S  doit  s'étendre  ici  à  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de  /,  la  valeur 
z=o  exceptée,  parce  que  nous  avons  fait  sortir  de 
dessous  le  signe  2  tous  les  termes ,  correspoadans  à 
cette  supposition,  qu'il  nous  sera  utile  de  considé- 
rer, d'après  ce  qui  a  été  dit  n*^  go.  L'équation  (8), 
en  y  substituant  cette  valeur  et  en  faisant  d'abord 
abstraction  des  termes  qui  dépendent  des  excentri- 
cités, deviendra 

—r^+a^r^r'Um'g .a  --, .2.     ^^.ACO-f-a  ~— 

atr  "2         da         2       \^ji^n  da  J. 

X  cos  iir}!t — nt-^t—i)  =  o , 

et  l'on  satisfera  à  cette  équation ,  en  supposant 
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=:2m  fl'^+--.a*— 7 f--- ^.S. r— rr; /r- .COSfli»  /-nH-i  -i). 

Considérons  maintenant  dans  la  valeur  de  rSr  les 
termes  de  Tordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (8)  pour  a/ï''^+''\'T")» 
les  termes  de  cette  fonction  qui  sont  du  même  ordre, 
et  pour  —  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente  j 
valeur  que  pour  abréger  nqus  écrirons  ainsi 

S 

on  aura  .;     ^ 

Si  I  pour  abréger^  on  suppose 


KCO;=L  5CC0—  -£(ÎZ:i>-.aMCo)^fl*î 


rfMC») 


»(i»— /»')—»"""*  .        "^     û/a    ' 


i(/i — jh')—n  da.' 

et  qu'on  observe  que  a^n*:^:  i ,  on  verra  aisément 
qu'on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant 

rJly_^     2   'l4-LC0/cos[i(i>"f— yi<  +  /-->t)^»f+t~#^J 
Tome  I.  Sa 
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11  faut  maintenant^  d  après  la  théorie  des  équations 

linéaires,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  -^  joindre 

aux  différentes  parties  de  cette  valeur  que  nous  ve- 
nons de  déterminer^  celle  qui  a  lieu'  lorsqu'on  sup- 
pose nuls  les  trois  derniers  termes  de  Féquation  (8); 
on  à^^  daQS  ce  cd&>      . 

• 
,        ■  .  ■      . 

et  Ton  satisfait  à  cette  'équation ,  en  supposant  ^   .  ^ 
rT^=^  w'.^.  co§  (^l^+•«  -^r^yi-fn./'e'.  c<^  (jt^-if-â— a»')  ^ 

yet  y  étant  deux  constantes  arbitraires. 

En  réunissant  donc  toutes  les  parties  de  la  valeur  de 

Wr 

^,49tten  remplaçantrparsa  valeur  ^i.[i-ecos(«^-j-6-ûi)], 

on  aura 

'  a»  .rfAC'> 

--=2/nûr^+-— .a*--i 1 — -—.S. , — — .cos;(/i /-/if-f  i -e) 

a  ^  *   1        da  2  7i'-i*(7i  -n)*  ^  '.      ' 

+m'.^.cos(7i/-H-iir)+m'./V.cos(iiiif-f-*') 

Oh  a,  n"  Si 


«    f 


Si  *        ■       .  1 
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d'où  y  en  diflférenciant,  onttria 

^  '         da  aar    ' 


a 


dct 

5" 


a  r^ —  =:  nua  — -j:. H  «  — jT^ 

•  cra  oa  aa 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  K^^  et  U'^,  et  qu'en- 

suite^  dans  l'expression  de  -,  on  remplace  O'^  K^'^.« 

L^^  par  les  fonctions  que  ces  lettres  représentent,  on 

retrouvera  identiquement  la  valeur  de  —  à  laquelle 

nous^  sommes  parvenus  par  une  autre  voie ,  n"  84 , 
ce  qui  peut  servir  à  confirmer  l'exactitude  de  ces  ré-^ 
sultats. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  de  ^v ,  n®  8g.  Si 
l'on  néglige  les  termes  du  second  ordre ,  par  rapport 
atlx  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  qii'on  observe 
qtie  nous  supposons  /jl  =  a^n*  =  ï  ,  on  aura 

■ 

A  l'aide  de  cette  formule  et  des  valeurs  précédentes, 
on  trouvera  aisément 


dk^^y 


77.-«A^'^+ 


"v fv  r  g    «a/ Twi —      |.8in«f>7-wi 


:>2.. 
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Ea  faisant ,  pour  abréger,    ,       . 

/'=  ^•''  -Sr+'^  1^  +  a^  —  a/, 
/,— -.cA  —-.a-jg «-^; a/, 

et  en  désignant  par  G^^  et  H^'^  les  mêmes  fonctions 
que  ces  lettres  représentent  dans  le  n®  85;  le  signe 
intégral  Z  devant  d'ailleurs  s'étendre  dans  cette  ex- 
pression j  comme  dans  celle  de  —,  à  toutes  les  va- 
leurs positives  et  négatives  de  i  ^  la  valeur  de  i=o 
exceptée. 

92.  Les  équations  qui  déterminent  J^r  et  JV  renfier- 
ment  quatre  constantes  arbitraires ,  savoir  :  les  trois 
constantes  g^  fj  f\  et  la  constante  qui  devrait  être 
ajoutée  à  la  valeur  de  JV  et  que  nous  supposons, 
pour  plus  de  simplicité ,  égale  a  zéro  ;  ces  équations 
sont  donc  les  intégrales  complètes  des  équations  dif- 
férentielles (5).  Nous  allons  nous  occuper  de  la  dé- 
termination des  constantes  arbitraires  introduites  par 
lintégratîon. 

Si  l'on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude ,  en  joignant  aux 
valeurs  précédentes  de  cTr  et  de^c^,  celles  de  r  et  de 
\f  qui  dépendent  du  mouvement  elliptique  de  m,  on 
aura 

r-f-  cTrss a  +  2nia*g -|- \  m' .a?  -t~ , 
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p  ^  /(;  repi^sente  la  longitude  moyenne  de  la  pla- 
nète au  bout  du  temps  I;  elle  resuite  directement  des 
observations.  Si  Ton  veut  donc ,  comme  cela  se  pra- 
tique ordinairement,  que  cette  longitude  soit  la 
même  dans  l'orbite  elliptique  de  la  planète  et  dans 
Tcrbite  qu'elle  décrit  réellement ,  cette  condition  dé- 
terminera la  constante  g";  on  aura  ainsi 

et  il  ea  résultera 

On  voit  que,  dans  l'hypothèse  précédente ,  la  dis- 
tance moyenne  de  la  planète  au  Soleil,  dans  l'orbite 
troublée,  n'est  plus  représentée  par  « ,  comme  dans 
l'orbite  elliptique;  cette  dernière  quantité  se  déduit  tou- 
jours du  moyen  mouvement  nt  par  Téquation  -§  =  «•, 

mais  il  faut  la  diminuer  de  la  quantité -^ . a* -^ — 

pour  avoir  la  distance  moyenne. 

95.  Il  est  essentiel  de  prévenir  ici  une  difficulté  qui 
peut  naître  de  ce  que  les  astronomes  et  les  géomètres 
ne  définissent  pas  de  la  même  manière  le  moyen  mou-* 
uement  d'une  planète  et  de  ce  que  ces  mots  sont  em- 
ployés souvent  dans  des  acceptions  diflférentes.  Les 
premiers  comprennent  à  la  fois,  dans  le  moyen  mou- 
vement ,  toute  la  partie  de  la  longitude  moyenne  qui 
varie  avec  le  temps,  et  les  seconds,  la  partie  seulement 
rie  cette  longitude  qui  dépend  du  grand  axe  de  l'orbite* 
Il  en  résulte  une  différence  essentielle:  le  moyen 
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mouvement  ^  tel  que  le  définissent  les  astronomes  ^ 
n'est  plus  inyariaUe  9  sa  yaleur  peut  changer  dans  les 
différons  siècles  à  raison  des  termes^  proportiotinels 
au  carré  du  temps ,  qui  résultent  de  la  variation  sé-^ 
culaire  de  l'époque^  n°  75;  tandis  que  le  moyen  mou- 
vement des  géomètres  y  qui  se  déduit  du  grand  axe 
par  la  troisième  loi  de  Kepler,  est  inaltérable  ainsi  que 
cet  axe,  conformément  à  ce  que  nous  avons  démon- 
tré n""  61.  Nous  nous  sommes  donc  conformé  à 
l'usage  adopté  par  les  astronomes  dans  la  détermina- 
tion de  la  constante  g ,  parce  qu'il  est  en  effet  le  plus 
commode  dans  la  pratique ,  en  ce  que  la  valeur  de  la 
constante  n  se  déduit  alors  immédiatement  des  ob- 
servations, sans  leur  faire  subir  aucune  correction; 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  peut  déterminer 
d'une  manière  quelconque  la  constante  g  sans  que 
la  position  de  la  planète ,  telle  qn^elle  résultera 
des  tables  construites  sur  les  forpules  précédentes  > 
en  soit  altérée.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 
fasse  gz=zo,  on  aura 

r  +  crr  =  a^  +  im'.û?--.— , 

et  il  sera  facile ,  d'après  les  nouvelles  valeurs  de  a^  et 
n^,  qui  résulteront  de  ces  équations,  de  montrer, 
comme  dans  le  n**  85 ,  qu'elles  sont  identiques  avec 
les  précédentes.  La  variation  du  grand  axe  de  l'or- 
bite se  détermine ,  n*  45 ,  par  la  formule 
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Ijâ  consUnte  ajoutée  à  l'intégrale  fd'R  étant  sup- 
posée nulle ,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  tf^a  ne  se 
compose  que  de  quantités  périodiques ,  et  que  par 
conséquent ,  si  Ton  en  fait  abstraction ,  le  grand  axe 
de  Forbite  pourra  être  regardé  comme  inaltérable  ; 
c*est  d  après  cette  hypothèse  que  nous  avons  dé- 
montré, dans  le  n^  6i ,  l'invariabilité  des  grands  axes 
des  orbes  planétaires. 

94.  Il  nous  reste  maintenant  k  déterminer  les  cons- 
tantesy^et  y,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  cons- 
tantes yj  el  y^.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  à  cet 
égard ,  c'est  d'en  disposer  de  manière  que  les  termes 
qui  dépendent  de  sin  (nt^e  —  co)  et  sin  («^  +  €  •—  cà^ 
disparaissent  dans  la  valeur  de  JV,  en  sorte  que 
l'équation  du  centre  soit  tout  entière  comprise  dans 
la  valeur  de  ^.  On  aura  ainsi  ^  =  0  et  y^  =  o,  et 
l'on  en  conclura 

Les  valeurs  de  —  et  de  S'v  deviendront  donc  enfîn .  . 

a 

—  =  —  -s-.û  — , .S.C^Ocostr/i/  — n*+i' — 1) 

a  o  da         2,  ^  ' 

*^Tn\fe. cos  (n^+f-^«)-f-/7i' , f'e  . cos (/»^+i — •') 

+  m'e.  S.DCOcos  [i{n't — ne+i—t)+nt+t  -«] 

+  m'e  .  S .  ÉCOcos[i(»'/— /*/+«'— .«)+7i/+ 1—/] ,   )  (A  ) 

fi,=  —.X.  FCO  sin  i{nft —nt+  /;—  t) 

+  me .  2 .  G^O  sîn  [i(»'^ — ni+f'— O-l-fii+i— »3 
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les  lettres  C^'^  D^,  RO^  FW,  G^'^,  H^*^.  ayant  ici  la 
même  signification  que  dans  le  n*  84>  et  le  signe 
intégral  2  devant  embrasser  toutes  les  valeurs  en- 
tières positives  et  négatives  de  i^  la  seule  valeur  i=:o 
exceptée. 

95.  Considérons  maintenant  les  inégalités  de  la  lati- 
tude. Reprenons  l'équation  différentielle  (7).  Si  Ton 
néglige  le  produit  des  excentricités  par  les  inclinaisons 
des  orbites^  elle  devient 

;,..rJ^^_        =0.       (9) 


dt^     ^  "  dz 

En  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  Torbite  primi- 
tive de  m,  et  en  désignant  par  y  Tinclinaison  de  l'or- 
bîte  de  m'  sur  la  première  orbite,  et  par  II  la  longi- 
tude de  son  nœud  ascendant ,  on  a ,  n*"  8 1 , 

% 

i  représentant  un  nombre  entier  quelconque  y  com- 
pris zéro. 

L'équation  (9),  en  y  substituant  cette  valeur, 
devient 

d^  r^8  I    .    K    .  'W'  »   f  fA  t   t     r-t\ 

4-n*.r/«H — ji.y.%m{n't+t — n) 


dt' 


2 


d'où,  en  intégrant  et  en  observant  cfue  a^n^^zi  i ,  on 
tire 

-  =  -;^-— -  .  -7;.ysin(n'^4..'  — n) 
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le  Dombre  i  devant  s  étendre  à  toutes  les  valeurs 
entières  positives  et  négatives  de  i ,  la  seule  valeur 
i  =  o  exceptée ,  parce  que  les  termes  qui  en  résul- 
teraient seraient  compris  dans  ceux  qui  dépendent  des 
constantes  que  l'intégration  ajoute  à  Téquation  (B). 

La  valeur  précédente  de  —  est  conforme  à  celle 

a  laquelle  nous  sommes  parvenus  par  une  autre 
voie,  n°  86.  Nous  n'avons  point  eu  égard  aux  cons- 
tantes arbitraires  que  l'intégration  introduit  dans 
cette  valeur,  ou  du  moins  nous  les  avons  supposées 
nulles,  ce  qui  est  plus  commode  pour  la  pratique. 
Cette  hypothèse  n'altère  en  rien  l'exactitude  de  la 
formule  (B).  En  effet,  si  Ton  rapporte,  comme 
on  le  fait  ordinairement ,  le  mouvement  de  ?n  à  un 
plan  très  peu  incliné  à  celui  de  son  orbite  primitive , 
qu'on  désigne  comme  dans  le  n".86 ,  par  (s),  la  lati- 
tude de  m  relative  au  mouvement  elliptique,  tous 
les  termes  qui  ont  pour  argument  la  longitude 
moyenne  wf  ■+•  €  —  Il  se  trouveront  renfermés  dans 
(s),  d'après  notre  hypothèse  ; .  mais  de  quelque  ma- 
nière que  l'on  détermine  les  constantes  arbitraires 
qui  entrent  dans  cT^,  la  quantité  (s)'^J's  ,  calculée 
par  les  tables,  exprimera  toujours  la  latitude  de  m 
au-dessus  du  plan  fixe. 

Les  trois  formules  (A)  et  (B),  sont  celles  dont 
on  fait  ordinairement  usage  pour  calculer  les  iné- 
galités du  rayon  vecteur ,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  dans  l'orbite  troublée  ;  en  les  réduisant  en 
nombres  et  en  les  ajoutant  aux  parties  de  ces  valeurs 
qui  dépendent  du  mouvement  elliptique ,  on  pourra 


